Les fitres a reponse impulsionnelle
Infinie en duree

(RI)



Objectifs de I’apprentissage

¢ Introduction a la theorie des filtres R11 :
+ Proprietés.
+ Calcul des coefficients.
+ Architectures de mise en oeuvre

& Mise en oeuvre en Matlab et C



Introduction

& Les filtres RIF sont caracterises par une fonction de
transfert exprimee par une fraction rationnelle en z-1:

N-1
Dz
- k=0

= M -1
1+ > az™
k=1
¢ L’introduction de poles dans I’expression de H(z)
nermet de réduire considerablement le nombre de

coefficients du filtre par rapport a un filtre equivalent
RIF.

¢ Propriétes :
+ Tres efficaces en temps de calcul

+ Reéponse en phase non lineaire en général
+ Leur stabilitée doit étre verifiée lors de la conception

H(z)




Proprietés d’un filtre RI1

& Equation d’e/s :

y[n]= fz_:b[k]x[n—kh “:z_:a[k]y[n—k]

X[n] représente les valeurs successives du signal d’entree,

a,, b, representent les coefficients de la fonction de transfert
du filtres,

y[n] représente les valeurs successives du signal de sortie,

N, M représentent les ordres du numeérateur et du
denominateur de H(Z) (M est souvent appelé I’ordre
du filtre).



Propriétes d’un filtre RI1

¢ H(z) peut étre factorisé pour donner :

N
Z:bkz_k

x{z) i M WIS A T ety T
1+ /a2

£ T (Z_Zl)(z_zz)”'(z_zl\l)

(Z i pl)(z »! pz)"'(z . pN)
Ou: z,,12,...,2ysontthe zéros,
Py, Py, -, Py SONt the pOles.

= Un filtre RII est completement specifie par les
valeurs des poles et des zeros de H(z) (a k pres).



Propriétes d’un filtre RI1

¢ Diagramme de flux pour N=M=2

y(n)

o A I’instar des filtres RIF, deux filtres RII se
distinguent uniguement par leur coefficients !

y[n]:k“z;b[k]x[n—khia[k]y[n—k]

k=1



Origine du nom RI|

¢ Ona: =Y bxin—kl+ Y ayln—k
k=0 k=1
¢ Sion remplace le signal d’entree x[n] par
une impulsion d[n], alors :
yln]=h[n1= 3 bsn—k]+ > ayln—k]
k=0

= k=1

=b,oln|+bsn-1]+---+b,_,8[n—(N -1)]

+a1y[n _1]+azy[n _2]+"'+a|v|—1y[n _( M _1)]



Origine du nom RII

¢ Etpuisque :

5[ k]— 1 for n=k
b L e e L=

_ h[1]=b, - y[0
On en déduit : H. AN

b, + > a,y[n-k]sin<N-1

h[n]=- .

M —

QT

Y[n—k] autrement

§ k:1

¢ Lareponse impulsionnelle dure infiniment !



Observations

¢ La réponse impulsionnelle dure infiniment !

¢ Contrairement aux filtres RIF, la reponse du
filtre n’est pas simplement egale aux valeurs

successives de ses coefficients.
& Pour un filtre d’ordre M :

-

b+2ak [n—k]sin<N-1
h[n]=<

M —
Za y[n—k] autrement
k=1



Réponse en frequence d’un filtre IR

& Latransformée z de

N-1 M -1
yInl= S -k Sy -k]
k=0 o e
ESt : bkz—k
H(Z): kzl\el—l
1+ ) az"

=1

¢ La fonction de reponse en fréequence du filtre
est obtenue en remplagant Z by gloTe .

Zb e — JkaT,

1+ Zake e

H(w):}{&Xh@m“



Réponse en frequence d’un filtre IR

¢ Puisqueel?™k=1 ona:

N-1 —jk a)+?|_—JTe N-1 e
e — JKolg
5 > be > be
e M-1 —jk[w+2T—”JTe 14 M_la e—jka)Te
e k
]l kz_;ake £

¢ La réponse en fréquence est periodique avec
periode 2r/T, dans le cercle de rayon unité. Si on
normalise T,al,ona H(w+2kz)=H(w)



Stabilité d’un filtre RI|

¢ |l faut s’assurer que le H(z) ne possede pas
de poOles a I’intérieur du cercle défini par
z=1.

& Les poles situés le long de z=1 donnent
lieu a des réponses oscillatoires.

& H(z) est souvent exprime en fonction des
puissances négatives de z ; il faut dans ce
cas convertir son expressmn sulvant les
puissances positives de z avant de
determiner les poles et leur position dans
le plan z.



Réponse en phase d’un filtre RIF

: N-1 _
¢ Partant de: S b e o
H(a)) — H(Z)Z:eja}Te e k:M_l -
1+ ) ae s
¢ Ona: =
At Sl
bke—jka)Te
arg(H(w))=arg| —=2—
1+ ) ae
X k=1 J
N-1 | M1 _
= arg( bke"“"Te] —arg (1 + Zake‘k“”e]
k=0 k=1

¢ Engeéneral, la réponse en phase n’est pas lineaire !



Comparaison entre RIl et RIF

RIF

RII

+ Stable par défaut

¢ Demande n>> 1 pour une bonne
performance

¢ Réponse en phase linéaire si filtre
causal

¢ La gamme dynamique des
différents états se calcule
facilement

< La stabilité depend de la position des
poles de H(z2)

¢ Peut donner une performance
adequate pour n=1 ou 2

¢ Réponse en phase non linéaire en
general

¢ La gamme dynamique des différents
etats se calcule difficilement et peut
avoir un impact négatif sur la
performance

& Effets de quantisation et d’arrondi
plus prononcés que pour RIF.

< Possibilite de cycles limites




Utilisation pour générer des fonctions

¢ Le fait que les poles situés le long de z=1
donnent lieu a des réponses oscillatoires
peut servir a generer des fonctions
sinusoidales en temps-reel, avec des
frequences et des amplltudes
programmables.

. - 2.sin(wg. Ty )
Sln((DO.t).U(t) <=> 22—2.2.005((()1)0;@)"'1

2]z —cos(wg T, )]

COS((OO t) (t) 5% 7= 0 ACES (gl

¢ Pour des fonctions périodiques de forme
arbitraire, on peut utiliser des tables de

valeurs



Conception d’un filtre RI |

¢ Cinq etapes sont requises :
1. Spécification du filtre
2. Calcul des coefficients.

3. Choix d’une architecture de mise en
oeuvre.

4. Simulation (option).
5. Implémentation.



Etape 1 : spécification du filtre

stop-band

A4

[H()] & pass-band

A4
A

A

»

fe: cut-off frequency fs/2 f(norm)
(a)

[H) pass-band transition band stop-band [H®)|
(dB) % ol pie > t (linear)
Ap ‘ 1+5,

0 ,AV/—\VI‘\V 1
1-95,
3 I pags-band
\ ripple
stop-band
ripple
" | pp g
1 Tv - A fs/2 f?norm)
fsh : stop-band frequency
fc: cut-off frequency

fpb : pass-band frequency

(b)




Etape 2 : calcul des coefficients

¢ |l existe deux approches :
+ Placement direct des poles et zeros dans la plan z

+ Conversion d’un filtre analogique :
+ En utilisant la transformation bilinéaire

« En utilisant le principe de I’invariance de la réponse
Impulsionnelle

¢ Dans le cas de la transformation d’un filtre
analogique, on part souvent de I’équation d’un
filtre passe bas normalisé que |I’on adapte au
type désire (passe haut, passe bande, etc.)
avant la conversion.



Méthode du placement des poles et zéeros

& Basée sur le principe que, dans le plan z :

+ Le placement d’un zéros pres ou sur le cercle
unite dans le plan z minimise la fonction de
réeponse en frequence du filtre a cet endroit.

+ Le placement d’un pole pres ou sur le cercle
unite dans le plan z maximise la fonction de
réponse en frequence du filtre a cet endroit.

+ Pour obtenir un filtre avec des coefficients
réels (donc realisable), il faut que les poles et
zeros soient a valeurs réelles ou qu’ils
apparaissent pas paires conjuguees.

¢ Meéthode intuitive au debut mais qui
demande beaucoup de calculs ensuite.



Méthode du placement des poles et zéeros

¢ Exemple:

& Zero Pole Placements




Méthode du placement des poles et zéeros

% Conception et simulation d’un filtre par placement de pdles et zéros

polel = 0.5+0.5i; % création de deux paires de péles conjugués
pole2 = 0.8 +0.25i;

pole3 = conj(polel); pole4 = conj(pole2);

poles = [polel pole2 pole3 pole4];

zerol =-0.5 + 0.8i; % création de deux paires de zéros conjugués
zero2 =-0.2 + 0.9i;

zero3 = conj(zerol); zero4 = conj(zero2);

zeros = [zerol zero2 zero3 zero4];

denz=poly(poles); % conversion des poles en dénominateur de H(z)
numz=poly(zeros); % numérateur de H(z) = 1
zplane(numz, denz); % affichage des poles et zéros

figure(2); freqz(numz,denz,256); % affichage de la réponse en fréquence

t=[0:1:127]; % test avec 128 valeurs d’un sinus corrompu
X=sin(2*pi*t/24);

x=x+rand(1,128)-0.5;

y=filter(numz,denz,x);

figure(3); plot(t,500*x,'b",t,y,'k");axis([0 128 -1000 1000]);axis('normal’);



Méthode du placement des poles et zéeros
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Méthode du placement des poles et zéeros

% Autre exemple en utilisant des coordonnées polaires

angl=[0.2: 0.1: 0.5]*pi/2; % création de 4 paires conjuguées de poles
poles=0.85*exp(j*angl);
poles=[poles 0.85*exp(-j*angl)];

denz=poly(poles) % conversion des poles en dénominateur de H(z)
numz=[1]; % numerateur de H(z) = 1

zplane(numz, denz); % affichage des péles et zéros

figure(2); freqz(numz,denz,256); % affichage de la réponse en fréequence
t=[0:1:127]; % test avec 128 valeurs d’un sinus bruité

X=sin(2*pi*t/24),

x=x+rand(1,128)-0.5;

y=filter(numz,denz,x);

figure(3); plot(t,500*x,'b",t,y,'k");axis([0 128 -1000 1000]);axis(‘normal’);



Méthode du placement des poles et zéeros
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5 @

Conversion d’un filtre analogique

Methode la plus « simple »

Exploite le fait qu’il existe des methodes
etablies de conception de filtres analogiques.

Consiste a concevoir un filtre analogique et a le
convertir en filtre numérique.

Les deux methodes les plus utilisés sont :
+ L’Invariance de la reponse impulsionnelle :

h[n]=h(t).,

+ La transformation bilinéaire :
H(z)=H(s),..



Méthode de I’invariance de la reponse impulsionnelle

h[n] = h(t)em,

% Conception d’un filtre par la méthode de I’invariance de la réponse impulsionnelle

[num,den]=butter(15,2*pi,'s"); % Filtre Passe Bas de Butterworth dans le domaine s avec N=15, fc=1 Hz

[a,p,K] = residue(num,den); % Décomposition en fractions élémentaires par la méthode des résidus : H(s) = KZ 5 fip
figure(1); plot(p,'xk"); % digramme des pdles maqués par des X noirs ' '
figure(2); freqs(num,den); % réponse en fréquence analogique
A B
% +* dans s donne  Ae”'+BeP danst, ce qui donne dans z :
S—P; S—P,
% P, P T,
4 4 —Ae™e —Be™e
% A—tB—— (A BH——+——
% Z—e™e 71—e"c Z—e"t 7—eme
Te=0.05; % fe=20Hz (=> fc normalisé = 1Hz/(fe/2) =0.1)
pz=exp(p*Te); % conversion des poles dans s en des poles dans z
az=-a.*pz; % détermination des coefficients des fractions élémentaires correspondantes
K=K*sum(a); % Terme continu

[numz,denz] = residue(az,pz,K); % détermination de H(z) a partir des fractions élementaires dans z

figure(3); zplane(numz, denz); % digramme des poles et zéros dans le plan z
figure(4); freqz(numz,denz); % reponse en fréquence numérique
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Methode de la transformation bilinéaire

¢ Normalement

ST, 1
Ee o e =St = i
) (z)

€

¢ On peut donc dériver H(z) de H(s) par la
transformation

H(z)=H(s)

5::i In(z)
Te

¢ Cette transformation donne des equations compliguéees

¢ La transformation bilinéaire utilise I’approximation
d’une surface continue par un ensemble de surfaces
trapézoidales.



Methode de la transformation bilinéaire

t
L
sty A= [y(r)de = A(s) ==Y (s)
y(

—0o0

s AT W (T T (ST T,
i P A(KT,) = A((k—1)T, )+ ;

A((k-1)T)

:>A(z):zlA(z)+(1+221)reY(z)

T (1+z7
—=A(z)=-=% Y(z
()21 (z)

SE t=kT, 7

& Siat)=axT,) alors Let T.1+7" jouent le méme réle
. S DSV
dans les domaines s et z

¢ On peut donc deriver H(z) de H(s) par la
transformation

H(z)=H(s)

2P
Tliizas




Methode de la transformation bilinéaire

¢ Conseguences dans le domaine jo :

& Les frequences dans le domaine o sont
reliées a celles du domaine z par la

relation :
2 T
o, = i tg(%zej




Methode de la transformation bilinéaire

& Etapes de conception d’un filtre RII par la
meéthode de la transformation bilinéaire :

1

Trouver o, du filtre analogique a partir de o,

3 . 2 T

: T A le
du filtre numerique : «, =+ tg[ 5 j
Trouver le H(s) normalisé du filtre analogique

et operer la transformation s -> s/ w,

Appliquer :  H(z)=H(s

217
T




Methode de la transformation bilinéaire

¢ On peut accélerer le processus :

2 T 2l @, S
== a)d € = =
ZE tg( 2 jets A T
; 2 14772
S - o P
=5 = —
w, tg( %Tej B
2

¢ On peut donc deriver directement H(z) de

H(z) par la transformation :
H(z)=H(s)

e

_t g( %Te j s




Methode de la transformation bilinéaire

¢ Exemple d’utilisation :

+ On veut concevoir un filtre numeérique passe bas
avec les caracteristigues sulvantes :
+ Frequence de coupure de 6 kHz

+ Frequence d’échantillonnage de 20 kHz

+ On veut realiser le filtre a partir d’un filtre
analogique equivalent de Butterworth.

+ La fonction de transfert normalisee d’un filtre
passe bas de Butterworth de second ordre est :

1
H(S)=
) S il



Methode de la transformation bilinéaire

¢ Exemple d’utilisation :

+ La fonction de transfert normalisée d’un filtre
passe bas de Butterworth de second ordre est :

il
H(s)=
( ) 52 ++/25+1
+ La fonction de transfert dénormalisée dans le
domaine z est :

1 o, 1
H(z)= avec a=tg| 2=
) sEatn skl "~ 15 g( 2 j
il iaes
OuU encore .
1+227+77° _by+bz " +b,z

H(z)=

2 2 p! 2 3150705 a2
(1+\/§a+a ]+2(a 1)21+(1 «/5{2;1+a jzz . )

e % &



Methode de la transformation bilinéaire

¢ Exemple de code Matlab pour calculer les
coefficients :

a = tan(pi*2/8); % fréquence de coupure a 2kHz, fe a 8 kHz
b =1+ 270.5%a + a"2; Ot b bz s bz
b0 = a”2/b; % H(z)= ln Sl _by+bz” +byz
bl = 2*b0: b HE (1+\/§?+a2j+2£a;1jz_l+(l—\/§?+az}_2 l+az'+a,z’
b2 = DbO;

al = 2*(a™2 -1)/b;
a2 = (1 - 2°0.5*a + a™2)/b;

numz = [bO bl b2];
denz = [1 al a?];
figure(l)

freqz(numz,denz,512,8000)

fid = fopen("11R_coef float.txt", "w"); % sauvegarde des coefficients
fprintf(fid, "%0.4F,%0.4F,%0.4F\n" ,numz) ;
fprintf(fid, "%0.4F,%0.4F\n" ,denz);

fclose(fid);

Résultats : numz =[0.1311, 0.2622, 0.1311]
denz =[1, -0.7478, 0.2722]



Methode de la transformation bilinéaire

o
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Methode de la transformation bilinéaire

[num,den]=butter(8,2*pi*2000,'s");

figure(1); plot(p,'xk’);
figure(2); freqs(num,den);

[numz,denz] = bilinear(num,den,16000);

figure(3); zplane(numz, denz);

figure(4); freqz(numz,denz,512,16000);

15
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% Filtre PB de Butterworth dans le domaine s
% avec N=8, fc=2 kHz

% digramme des p6les, marqués par des X noirs
% réponse en fréguence analogique

% transformation bilinéaire avec fe=16 KHz
% digramme des poles et zéros dans le plan z
% réponse en fréguence numérique
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Etape 3 : structures de mise en oeuvre

& Forme directe

—N

H(z) = Y(z) ] by +bz+.. +by2

X(z) o L O R
1+Zakz

& Equation aux mfferences :

Y=Y Hiin-4+ YA




Etape 3 : structures de mise en oeuvre

¢ Diagramme de flux pour la forme directe |

y(n)

(2 )—

\

O

:

oS o8
H




Etape 3 : structures de mise en oeuvre
¢ Forme directe 11 :

N

H(z)=——— Y b z™* = H,(2)H,(2)

il Zakz"‘ k=0

Si1 M=N, alors on peut poser :

(z)— ()— : et szwzibkz"‘
(2) 1+Zak P(2) =

¢ Latransformée inverse de p(z) et y(z) donne :

N

— X n)_iak p(n L] k) y(n) = Zbk p(n — k)

k=0



Etape 3 : structures de mise en oeuvre

¢ Diagramme de flux pour la forme directe 1|

x(n)




Etape 5 : mise en oeuvre

void 1IR_Isr (void)

{

short al = 0xO0;

short a2 = 0x15f6;
short b0 = 0x257d;
short bl = Ox4afd;
short b2 = 0x257d;

static short pl1=0, p2=0;
short xn, p0O, yO;
int prodl, prod2, prod3, prod4, prod5;

xn = input_sample();

Code c

// coefficients du filtre

// variables persistentes
// variables d’e/s
// termes intermédiaires

prodl = _mpy(p2,a2);

prod2 = _mpy(pl,al);

pO = xn + (short)((prodl + prod2)>>15);
prod3 = _mpy(pl,bl);

prod4 = _mpy(p2,b2);

prods5 = _mpy(p0,b0);

y0 = (short) ((prod3+prod4+prod5)>>15);
p2 = pl;

pl = pO;

output_sample(y0); // Write the signal to the serial port
return;

>>15 non requis si calculs fait en virgule flottante




Etape 5 : mise en oeuvre

.def _1Ir_sa

.sect "mycode"’

.cproc

-reg pO, pl, p2

-reg prodl, prod2, prod3, prod4, prod5
-reg suml, sum2, sum3
.reg X, yO

LDW *xX_ptr, X

AND X, mask, x

LDH *+delays[0], pl
LDH *+delays[1], p2
MPY al, pl, prodl

MPY a2, p2, prod2

ADD prodl, prod2, suml
SHR suml, 15, suml

ADD X, suml, pO

MPY b0, pO, prod3

MPY bl, pl, prod4

MPY b2, p2, prod5

ADD prod4, prod5, sum2
ADD prod3, sum2, sum3
SHRU sum3, 15, yO

STH pl, *+delays[1]
STH p0, *+delays[0]
AND y0, mask2, yO

STW yO, *y_ptr

-return yO0

al, a2, b0, bl, b2, delays, x ptr, y ptr, mask, mask2

-endproc

Code assembleur
lineaire




