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Chapitre

122
22 Logique et bases de données
Plusieurs langages de manipulation et de définition de données (SQL, OCL, OQL, Datalog, QBE, etc. ) sont basés sur la logique mathématique. Ce chapitre présente les principaux concepts de la logique mathématique et de leur incorporation aux langages des bases de données.
22.1 Calcul des prédicats du premier ordre

La logique du premier ordre, aussi appelée calcul de prédicats du premier ordre,  est issue des mathématiques. Elle vise à préciser la nature des raisonnements logiques. Nous rappelons d’abord brièvement les concepts de base. Par la suite, l’utilisation de la logique dans le contexte des bases de données sera discutée. 

Le langage du calcul de prédicats du premier ordre a une syntaxe et une sémantique formelles. Rappelons d’abord la syntaxe.
1. Vocabulaire

Le vocabulaire de la logique du premier ordre est constitué des éléments suivants.

1. Constantes : les constantes sont souvent représentées en mathématiques par les lettres minuscules du début de l’alphabet (a, b, c, etc.).
2. Variables : les variables sont souvent représentées par des lettres minuscules de la fin de l’alphabet (x, y, z, etc.).
3. Prédicats : un prédicat est une fonction booléenne (la valeur retournée est une des deux valeurs de vérité, vrai ou faux), souvent représentée par une lettre majuscule.
4. Opérateurs logiques : ¬ (négation), ( (et logique), ( (ou logique), ( (implication)
5. Quantificateurs : ( (quantificateur universel), ( (quantificateur existentiel)

6. Parenthèses : (, )
Note au sujet des identificateurs

Dans le contexte informatique, on emploie des conventions plus élaborées pour la syntaxe des identificateurs à la manière des langages de programmation.

2. Grammaire

La grammaire du langage est la suivante.

1. Termes : les éléments de base, appelés termes, représentent les objets du domaine de discours. Ce sont les constantes, variables ou fonctions, f(t1, t2,…, tn) appliqués aux termes t1, t2,…, tn. La définition est récursive et on peut ainsi composer les fonctions.
2. Formules atomiques (ou atomes, propositions) : une formule atomique est un prédicat P(t1, t2,…, tn)  appliqué à des termes t1, t2,…, tn.
3. Formules. Une formule représente une expression logique qui est soit vrai ou fausse et peut être soit :

· une formule atomique
· ¬F, (F1 ( F2), (F1 ( F2), (F1 ( F2) où F, F1, F2 sont des formules.

· (x F, (x F où F est une formule dans laquelle x est une variable libre tel que définie ci-après.
Pour limiter l’emploi des parenthèses, des priorités d’opérateurs sont habituellement définies et les parenthèses sont employées afin de forcer un ordre d’évaluation différent de celui qui résulte de l’application des priorités. 

3. Portée d'un quantificateur, variable libre, liée

Un quantificateur associé à une variable ressemble à une déclaration de variable en programmation. La portée d’un quantificateur (x F est la formule F qui le suit. Le (x fait référence à la variable x dans la formule F. Comme dans les langages de programmation structurés par bloc, la redéfinition locale est permise. 

Une variable x est libre dans F si au moins une occurrence de x n'est pas dans la portée d'un quantificateur associé à x à l'intérieur de F. Une variable x est liée dans F si elle n'est pas libre.
Exemple. Dans la formule (z Q(x, z), la variable z dans Q(x, z) est libre donc la formule (z Q(x, z) fait du sens.

Exemple. Dans la formule, (x (P(x, y) ( (z Q(x, z)), les deux occurrences de x sont liées au quantificateur (x et la seule occurrence de z est liée au quantificateur (z. Par contre, la variable y est libre car elle n’est liée à aucun quantificateur.
Exemple. La formule (z Q(x, y) est incorrecte car la formule Q(x, y) il n’y a pas de variable z libre  dans Q(x, y) et qui peut être liée au quantificateur (z.

Exemple. La formule (z (P(x, y) ( (z Q(x, z)) n’est pas correcte car dans (P(x, y) ( (z Q(x, z)), z n’est pas libre. En effet, la seule occurrence de z est liée au quantificateur (z.
Exemple. La formule (z (P(z, y) ( (z Q(x, z)) est correcte car dans (P(z, y) ( (z Q(x, z)), la première occurrence de z est libre. Cet exemple montre la redéfinition locale de la variable z. Comme en programmation, le deuxième z a une portée locale à la sous-formule(z Q(x, z).
Formule ouverte/fermée
Une formule est fermée si toutes ses variables sont liées. Dans le cas contraire elle est ouverte.

22.2 Calcul des prédicats en bases de données

Le calcul des prédicats est à l’origine de nombreuses applications informatiques.  Les langages tels que PROLOG et les langages à bases de règles sont inspirés de cette théorie. Il en est de même pour les langages de requêtes des bases de données et les langages des bases de données déductives, en particulier, Datalog. Pour appliquer la théorie, certaines adaptations sont introduites afin de produire des implémentations efficaces. Regardons d’abord de manière générale, comment le calcul des prédicats permet de manipuler les données relationnelles.
D’un point de vue des bases de données, un prédicat appliqué à des constantes (prédicat instancié) peut être assimilé à une ligne dans une table relationnelle.
Exemple. Le prédicat instancié Client(10, Luc Sansom, (999)999-9999) correspond à la première ligne de la table suivante. Ainsi, un ensemble de prédicats intanciés peut être assimilé à une table relationnelle.
	Table Client

	noClient
	nomClient
	noTéléphone

	10
	Luc Sansom
	(999)999-9999

	20
	Dollard Tremblay
	(888)888-8888

	30
	Lin Bô
	(777)777-7777

	40
	Jean Leconte
	(666)666-6666

	50
	Hafedh Alaoui
	(555)555-5555

	60
	Marie Leconte
	(666)666-6666

	70
	Simon Lecoq
	(444)444-4419

	80
	Dollard Tremblay
	(333)333-3333


Dans le contexte d’une formule, un prédicat instancié retourne la valeur de vérité vrai s’il y a une ligne de la table qui y correspond. Sinon, il retourne faux. La table relationnelle est vue comme une interprétation du symbole de prédicat. L’interprétation identifie les constantes qui rendent le prédicat vrai.
Exemple. Client(10, Luc Sansom, (999)999-9999) est vrai alors que Client(30, Luc Sansom, (999)999-9999) est faux dans le contexte de l’interprétation par la table précédente. 
Faits (facts), prédicat extensionnel, base de données extensionnelle (extentional database)
Ainsi le domaine du discours des formules logiques est assimilé à un ensemble tables relationnelles, appelée base de données extensionnelle. Un prédicat extensionnel correspond à une table de la BD extensionnelle. On utilise aussi le terme fait pour désigner une ligne d’une table qui correspond à un prédicat extensionnel instancié.
Une formule fermée retourne une valeur de vérité (vrai ou faux) qui dépend de l’interprétation des symboles de prédicats, constantes et fonctions. Les tables relationnelles d’une base de données sont utilisées dans l’interprétation de prédicats. 
Interprétation

Formellement, une interprétation I, est constituée d’un domaine (ensembles de valeurs) D
, d’une relation sur Dn pour chacun des symboles de prédicats n-aire et d’une fonction sur Dn pour chacun des symboles de fonction. 

Valeur de vérité, modèle, validité d’une formule

Dans une interprétation I, une formule fermée prend une valeur de vérité, vrai ou faux. Une interprétation I est un modèle d’un ensemble de formules, si les formules sont vraies dans cette interprétation. Une formule est valide si elle est toujours vraie quelque soit l’interprétation.
Pour interpréter une formule, il faut attribuer un sens aux opérateurs logiques et aux quantificateurs. Voici les tables de vérité des opérateurs logiques :

	F1
	F2
	F1 ( F2
	F1 ( F2
	F1 ( F2

	vrai
	vrai
	vrai
	vrai
	vrai

	vrai
	faux
	faux
	vrai
	faux

	faux
	vrai
	faux
	vrai
	vrai

	faux
	faux
	faux
	faux
	vrai


	F
	¬F

	vrai
	faux

	faux
	vrai


Les quantificateurs sont interprétés de la manière suivante :

1. (x F est vraie dans une interprétation I si F est vraie pour toutes les valeurs de x prises dans le domaine D de l’interprétation I.

2. (x F est vraie dans une interprétation I si F est vraie pour au moins une valeur de x prise dans le domaine D de l’interprétation I.

Exemple. Prenons l’interprétation de la table Client précédente pour le symbole de prédicat Client. Supposons que le domaine D est l’ensemble des valeurs possibles pour les colonnes de la table. Pour simplifier, supposons que D contient l’ensemble des entiers et chaînes de caractères
.Voici quelques formules avec leur valeur de vérité pour cette interprétation : 
	Formule
	Valeur de vérité

	Client(10, Luc Sansom, (999)999-9999)
	Vrai

	Client(20, Luc Sansom, (999)999-9999)
	Faux

	(x Client(x, Luc Sansom, (999)999-9999)
	Vrai

	(x (y Client(x, y, (666)666-6666)
	Vrai

	(x Client(x, Luc Sansom, (666)666-6666))
	Faux

	(x (y Client(x, y, (666)666-6666))
	Faux


On peut en conclure que cette interprétation est un modèle pour l’ensemble des trois formules suivantes :

Client(10, Luc Sansom, (999)999-9999)

(x Client(x, Luc Sansom, (999)999-9999)

(x (y Client(x, y, (666)666-6666)

Par contre, cette interprétation n’est pas un modèle pour l’ensemble des six formules. Il est important de comprendre que la valeur de vérité dépend de l’interprétation. Si l’interprétation change, alors la valeur de vérité peut changer. D’un point de vue des bases de données, l’interprétation représente l’état des données.
Exemple. Supposons que l’interprétation de Client soit différente :
	Table Client

	noClient
	nomClient
	noTéléphone

	15
	Luc Sansom
	(222)222-2222

	20
	Dollard Tremblay
	(888)888-8888

	30
	Lin Bô
	(777)777-7777

	40
	Jean Leconte
	(666)666-6666

	50
	Hafedh Alaoui
	(555)555-5555

	60
	Marie Leconte
	(666)666-6666

	70
	Simon Lecoq
	(444)444-4419

	80
	Dollard Tremblay
	(333)333-3333


La valeur de vérité des mêmes formules devient :

	Formule
	Valeur de vérité

	Client(10, Luc Sansom, (999)999-9999)
	Faux

	Client(20, Luc Sansom, (999)999-9999)
	Faux

	(x Client(x, Luc Sansom, (999)999-9999)
	Faux

	(x (y Client(x, y, (666)666-6666)
	Vrai

	(x Client(x, Luc Sansom, (666)666-6666))
	Faux

	(x (y Client(x, y, (666)666-6666))
	Faux


· Requêtes de bases de données formulées en calcul des prédicats
Une formule du calcul des prédicats peut servir à exprimer des requêtes sur une base de données relationnelle. Une formule fermée peut être vraie ou fausse. Une formule ouverte correspond à une requête dont le résultat est l’ensemble des constantes qui font que la formule est vraie. 
Exemple. La formule 
Client(x, y, (666)666-6666)) 
peut être vue comme une requête qui produit l’ensemble des noClient (variable x de la formule) et nomClient (variable y) qui ont le noTéléphone égal à (666)666-6666). Le résultat correspond à la table suivante.

	Client(x, y, (666)666-6666))

	noClient
	nomClient

	40
	Jean Leconte

	60
	Marie Leconte


Dans l’utilisation de la logique en informatique, on ajoute aussi des opérateurs de comparaison (<, >, =, …) et des opérations arithmétiques  (+, -, *, /, etc.) en notation infixe. D’un point de vue de la logique, les opérateurs de comparaison correspondent tout simplement à des prédicats et les opérations arithmétiques à des fonctions. En pratique, dans les implémentations informatiques, comme le domaine des valeurs de ces prédicats et fonctions est infini, on ne donne pas explicitement l’interprétation de ces symboles (par exemple, par des tables). Ils sont plutôt calculés au besoin. Donc, certains prédicats sont interprétés par des tables alors que d’autres sont calculés.
Exemple. La formule

(Article(x, y, z, w) ( (20.00 < z )) ( (30 > x )
sélectionne les Articles dont le prix est inférieur à $20.00 et le numéro est supérieur à 30. Les symboles < et >sont assimilés à des prédicats avec une syntaxe infixe. Il n’y a pas de table pour ces prédicats dans une implémentation informatique. La valeur de vérité est calculée.
	Article(x, y, z, w) ( (20.00 < z ) ( (30 > x )

	noArticle
	description
	prixUnitaire
	quantitéEnStock

	60
	Erable argenté
	15.99
	10

	70
	Herbe à puce
	10.99
	10

	95
	Génévrier
	15.99
	10


Figure 1. Résultat de la sélection.

La jointure relationnelle est exprimée simplement par le partage d’une même variable entre les prédicats des tables à joindre.

Exemple. La jointure naturelle entre Client et Commande est exprimée par :
Client(x, y, z) ( Commande(t, u, x)
L’emploie de la même variable x pour les deux prédicats force l’égalité des valeurs de noClient.

· Calcul des prédicats et algèbre relationnelle

On peut représenter toutes les opérations de l’algèbre relationnelle par des formules du calcul des prédicats. À l’opposé, le calcul des prédicats est plus expressif que l’algèbre relationnelle comme nous le verrons plus loin.
· Langages de requêtes de bases de données inspirés du calcul des prédicats

Deux langages de requêtes relationnels formels ont été inspirés du calcul des prédicats : le calcul des prédicats à variable n-uplet et le calcul des prédicats à variable domaine. Le calcul des prédicats à variable domaine est essentiellement un sous-ensemble du calcul des prédicats qui exclue  la récursion. Ce langage est à l’origine de langages de requête graphique du genre Query By Example (Zloof, 1977). Plusieurs SGDB commerciaux (Acces, Oracle, …) incorporent un outil de formulation de requête graphique basé sur ce concept. Le calcul des prédicats à variable n-uplet utilise une variable pour représenter toute une ligne d’une table et une nouvelle notation est introduite pour faire référence aux valeurs des colonnes en spécifiant explicitement le nom de la colonne. On peut assimiler le nom d’une table dans un SELECT SQL à un variable n-uplet du calcul des prédicats à variable n-uplet. Enfin, Datalog est plus expressif que que le calcul des prédicats à variable domaine ou n-uplet car il permet la récursion. Les travaux de Datalog sont à l’origine des base de données déductives et, plus récemment, de l’introduction de la récursivité (RECURSIVE UNION) dans la norme SQL :1999.
· Table virtuelle (vue, prédicat dérivé, prédicat intentionnel)
On peut définir une table virtuelle par une formule du calcul des prédicats.
Exemple. La table virtuelle ArticlePrixModique (articles dont le prix est inférieur à 15) est définie par la formule suivante :
(x (y (w ArticlePrixModique(x, y, w) ( (z (Article(x, y, z, w) ( (z  < 15))
	ArticlePrixModique

	noArticle
	description
	prixUnitaire

	10
	Cèdre en boule
	10.99

	20
	Sapin
	12.99

	70
	Herbe à puce
	10.99


Ainsi, la logique permet de dériver de nouveaux faits à partir des faits de base. 
Base de données intentionnelle (intentional database), prédicat intentionnel
L’ensemble des faits dérivés est appelé base de données intentionnelle. Un prédicat dérivé est aussi appelé prédicat intentionnel.
· Contraintes d’intégrité

Une contrainte d’intégrité peut être exprimée par une formule fermée.

Exemple. La contrainte d’intégrité référentielle concernant le noClient d’une Commande peut être exprimée par la formule :
(x (y (z (Commande(x, y, z)  ( (u (v Client(z, u, v)
· Récursivité

Par opposition à l’algèbre relationelle, le calcul des prédicats permet la récursivité.
Exemple. La figure suivantes représente une hiérarchie généalogique. 
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Cette hiérarchie est codée par l’ensemble des faits suivants :

{Personne(Jean, M), Personne(Anne, F), Personne(Marie, F), Personne(Luc, M), Personne(Eve, F), Personne(Lucie, F), Personne(Paul, M), Personne(Eric, M), Personne(Guy, M), Parent(Jean, Luc), Parent(Jean, Eve), Parent(Anne, Luc), Parent(Anne, Eve), Parent(Marie, Paul), Parent(Luc, Paul), Parent(Luc, Eric), Parent(Lucie, Guy), Parent(Paul, Guy)}
Ces faits peuvent être représentés par les tables suivantes :
	Personne

	nom
	sexe

	Jean
	M

	Anne
	F

	Marie
	F

	Luc
	M

	Eve
	F

	Lucie
	F

	Paul
	M

	Eric
	M

	Guy
	M


	Parent

	parent
	enfant

	Jean
	Luc

	Jean
	Eve

	Anne
	Luc

	Anne
	Eve

	Marie
	Paul

	Luc
	Paul

	Luc
	Eric

	Lucie
	Guy

	Paul
	Guy


On peut exprimer la relation entre une personne et ses descendants par la formule logique suivante :
(x (y ((Ancêtre(x, y) ( Parent(x, y)) ( (Ancêtre(x, y) ( (Parent(x, z) ( Ancêtre(z, y))))
À partir des faits connus au sujet des parents, on peut déduire les faits qui correspondent à la table suivante :

	Ancêtre

	parent
	enfant

	Jean
	Luc

	Jean
	Eve

	Anne
	Luc

	Anne
	Eve

	Marie
	Paul

	Luc
	Paul

	Luc
	Eric

	Lucie
	Guy

	Paul
	Guy

	Jean
	Paul

	Jean
	Eric

	Anne
	Paul

	Anne
	Eric

	Luc
	Guy

	Marie
	Guy

	Jean
	Guy

	Anne
	Guy


La récursivité est exprimée par le même prédicat (Ancêtre) à gauche et à droite de l’implication 

Ancêtre(x, y) ( (Parent(x, z) ( Ancêtre(z, y)).

· Théorie du premier ordre

Formellement, l’interprétation I1 constituée par les trois tables Personne, Parent et Ancêtre est un modèle de l’ensemble des formules suivantes :
Axiomes de la théorie T :{Personne(Jean, M), Personne(Anne, F), Personne(Marie, F), Personne(Luc, M), Personne(Eve, F), Personne(Lucie, F), Personne(Paul, M), Personne(Eric, M), Personne(Guy, M), Parent(Jean, Luc), Parent(Jean, Eve), Parent(Anne, Luc), Parent(Anne, Eve), Parent(Marie, Paul), Parent(Luc, Paul), Parent(Luc, Eric), Parent(Lucie, Guy), Parent(Paul, Guy), (x (y ((Ancêtre(x, y) ( Parent(x, y)) ( (Ancêtre(x, y) ( (Parent(x, z) ( Ancêtre(z, y))))}

On dit que cet ensemble de formules est une théorie du premier ordre. Chacune des formules est un axiome de la théorie T. Tous les axiomes de la théorie sont vrais dans l’interprétation I1. Donc, I1.est un modèle pour T.
· Sémantique du modèle minimal

Un aspect qui peut sembler contraire à l’intuition est qu’il peut y avoir plusieurs modèles pour un même ensemble d’axiomes. Par exemple, si on ajoute le fait Ancêtre(Josée, Lise) à l’interprétation formée des trois tables Personne, Parent et Ancêtre, on obtient aussi un autre  modèle I2 pour les axiomes de T ! En effet, tous les axiomes de T sont encore vrais avec cette interprétation. On peut ainsi générer une infinité de modèles à partir des axiomes de T en ajoutant des faits qui ne contredisent pas les axiomes. Cependant, le fait Ancêtre(Josée, Lise) dans l’ interprétation  I2 ne peut être déduit à partir des axiomes concernant les parents ! Il semble donc plus naturel d’interpréter T avec le modèle I1 plutôt que I2. En fait, I1 est le plus petit modèle pour T. En pratique, c’est ce plus petit modèle qui est l’interprétation normalement recherhée en bases de données.
Hypothèse du monde fermé (closed-world assumption)

 Cette manière d’interpréter une théorie a été désignée par l’hypothèse du monde fermé (closed-world assumption) en ce sens que l’on suppose que seuls les faits qui sont déductibles à partir des axiomes sont inclus dans l’interprétation. Les autres faits sont supposés faux. 
En logique mathématique, il faudrait ajouter des axiomes pour spécifier ce qui est faux afin d’exclure les modèles non minimaux. Ceci devient fastidieux en pratique.
En général, un problème important vient du fait qu’il n’y a pas toujours de modèle minimal pour une théorie.
Exemple. Soit la théorie suivante : T = {P(0) ( P(1)}. Cette théorie possède les modèles suivants : I1 = {P(0)} et I2 = {P(1)}. Aucun n’est minimal !
Dans les implémentations informatiques, on cherche habituellement à éviter les théories qui n’ont pas de modèle minimal en contraignant les formules permises.
Clause de Horn (règle)
Dans les applications informatiques, on représente habituellement les formules logiques sous forme de clauses (de Horn) aussi appelés règles. Cette forme est plus facile à manipuler pour la majorité des humains. Une clause est de la forme :
 
Q :- P1, P2, … ,Pn.
Les Pi et Q sont des prédicats. On interprète la clause de la manière suivante : si  tous les Pi  sont vrais alors Q est vrai. La clause représente donc l’implication suivante :

Q ( P1 ( P2 ( … ( Pn
Les variables sont toujours universellement quantifiées. La partie droite est appelée la prémisse ou le corps de la règle et la partie gauche, la conclusion  ou la tête. À noter que cette règle est équivalente à la forme suivante :
Q ( ¬P1 ( ¬P2 ( … ( ¬Pn
Exemple. La formule 

(x (y ((Ancêtre(x, y) ( Parent(x, y)) ( (Ancêtre(x, y) ( (Parent(x, z) ( Ancêtre(z, y))))

peut être représentée par l’ensemble des deux clauses suivantes. Implicitement, on interprète un ensemble de clauses comme une disjontion (() entre les clauses.

Ancêtre(x, y) :- Parent(x, y)

Ancêtre(x, y) :- Parent(x, z), Ancêtre(z, y)

· Faits sous forme de clause

Une clause avec un corps vide représente un fait :

P :- 

On utilise souvent une notation abrégée lorsque le corps est vide en n’incluant que le prédicat :
P 

Exemple. La formule Personne(Jean, M) est exprimée par la clause
Personne(Jean, M)
Enfin, une règle avec une tête vide représente une contrainte d’intégrité. Nous ne considérons pas les contraintes dans le reste de ce chapitre.
22.3 Bases de données déductives : Datalog et sémantique du point fixe

Datalog est un langage logique à clauses simplifié développé dans le contexte des bases de données dites déductives. Le langage est un sous-ensemble du calcul des prédicats du premier ordre qui inclut la récursivité. Ce sous-ensemble est avantageux car il est relativement expressif tout en se prêtant à une implémentation efficace. 
Programme Datalog

Un programme Datalog est constitué d’ensemble de clauses de Horn et de tables. Le tables forment la BD extentionnelle et les clauses de Horn définissent les vues de la BD intentionnelle.
Exemple. Le programme Datalog suivant correspond à la théorie T vue précédemment :
Personne(Jean, M)

Personne(Anne, F)

Personne(Marie, F)

Personne(Luc, M)

Personne(Eve, F)

Personne(Lucie, F)

Personne(Paul, M)

Personne(Eric, M)

Personne(Guy, M)

Parent(Jean, Luc)

Parent(Jean, Eve)

Parent(Anne, Luc)

Parent(Anne, Eve)

Parent(Marie, Paul)

Parent(Luc, Paul)

Parent(Luc, Eric)

Parent(Lucie, Guy)
Ancêtre(x, y) :- Parent(x, y)

Ancêtre(x, y) :- Parent(x, z), Ancêtre(z, y)

Dans les implémentations, on utilise des tables relationnelles plutôt que de coder explicitement les faits de la base de données extentionnelle (Personne et Parent).
· Sémantique du point fixe pour Datalog
Plutôt que d’employer la sématique du modèle minimal, la sémantique de Datalog peut être définie par une approche constructive qui montre comment calculer les interprétations des prédicats dérivés en partant des faits de la base extentionnelle. Cette manière de définir la sémantique de Datalog suggère une stratégie ascendante (bottom-up,  chaînage avant/forward chaining) de calcul des faits dérivés. On part des faits de la BD extentionnelle pour dériver des nouveaux faits de la BD intentionnelle. En pratique, l’évaluation des requêtes Datalog non récursives peut être effectuée en transformant la requête sous forme d’algèbre relationnelle et en calculant le résultat par une approche ensembliste, tirant ainsi profit des mécanismes déjà développés pour la manipulation des tables en mémoire secondaire. 
Pour les requêtes récursives, le problème est plus complexe. Voyons les principes de base.
Exemple. Pour calculer les faits du prédicat Ancêtre on peut procéder de la manière suivante :
1. On initialise Ancêtre à la table vide. On obtient la version Ancêtre0 suivante :

	Ancêtre0

	parent
	enfant


2. Ensuite, on ajoute de nouveaux faits en appliquant les règles à l’état précédent des données. Appliquer une règle signifie de tenter d’apparier les prédicats de la partie droite de la règle aux données afin de produire un nouveau fait qui correspond à la partie gauche. Dans notre exemple, la règle Ancêtre(x, y) :- Parent(x, y) peut être appliquée à tous les faits de la table Parent. Ceci permet d’inférer que toutes les lignes de Parent doivent être ajoutée à Ancêtre. On obtient ainsi Ancêtre1. À ce point-ci, la règle Ancêtre(x, y) :- Parent(x, z), Ancêtre(z, y) ne produit rien car Ancêtre0 est vide et la partie Ancêtre(z, y) ne peut être appariée à rien.
	Ancêtre1

	parent
	enfant

	Jean
	Luc

	Jean
	Eve

	Anne
	Luc

	Anne
	Eve

	Marie
	Paul

	Luc
	Paul

	Luc
	Eric

	Lucie
	Guy

	Paul
	Guy


3. On rèpète ensuite le même processus à Ancêtre1. Comme Ancêtre contient maintenant des données, la règle Ancêtre(x, y) :- Parent(x, z), Ancêtre(z, y) produit maintenant de nouveaux faits. Par exemple, à partir des faits Parent(Jean, Luc) et Ancêtre(Luc, Paul), on en déduit Ancêtre(Jean, Paul). On produit ainsi les 6 nouveaux faits dans Ancêtre2. En pratique, ce calcul peut être réalisé par une jointure naturelle entre Parent et Ancêtre1 ! La règle Ancêtre(x, y) :- Parent(x, y) est encore appliquée à cette étape à la table parent mais elle ne produit rien de nouveau. Ainsi en Datalog, les doubles sont éliminés. Un fait ne peut donc être inféré plusieurs fois dans la table. 
Datalog vs PROLOG
On peut contraster l’approche ensembliste de Datalog avec l’approche un fait à la fois du langage logique PROLOG. La sémantique de PROLOG est basée sur une approche descendante de calcul (top-down, chaînage arrière/ backward chaining) : elle part d’une requête (fait à dériver) et cherche à prouver le fait dérivé en remontant aux faits de la BD extentionnelle, un fait à la fois. Un algorithme bien connu pour produire le calcul est l’algorithme de résolution de Robinson. Cette approche est peu efficace dans le contexte d’une base de données. L’approche Datalog peut procéder en manipulant des ensemble de faits à la fois, caractéristique qui s’avère très avantageuse d’un point de vue performance dans un contexte de base de données. Ainsi pour effectuer la jointure naturelle entre Parent et Ancêtre1 dans notre exemple, les techniques de jointure relationnelle peuvent être exploitées directement.
	Ancêtre2

	parent
	enfant

	Jean
	Luc

	Jean
	Eve

	Anne
	Luc

	Anne
	Eve

	Marie
	Paul

	Luc
	Paul

	Luc
	Eric

	Lucie
	Guy

	Paul
	Guy

	Jean
	Paul

	Jean
	Eric

	Anne
	Paul

	Anne
	Eric

	Luc
	Guy

	Marie
	Guy


4. À cette itération, on découvre deux nouveaux ancêtres en appliquant encore la règle Ancêtre(x, y) :- Parent(x, z), Ancêtre(z, y) à partir des nouveaux ancêtres produits à l’étape précédente. Ceci produit la version Ancêtre3.
	Ancêtre3

	parent
	enfant

	Jean
	Luc

	Jean
	Eve

	Anne
	Luc

	Anne
	Eve

	Marie
	Paul

	Luc
	Paul

	Luc
	Eric

	Lucie
	Guy

	Paul
	Guy

	Jean
	Paul

	Jean
	Eric

	Anne
	Paul

	Anne
	Eric

	Luc
	Guy

	Marie
	Guy

	Jean
	Guy

	Anne
	Guy


5. En réappliquant les règles, cette fois-ci, on ne peut produire rien de nouveau. On a donc atteint un point fixe.

Le résultat final est atteint lorsque l’application des règles ne produit aucun nouveau fait. Ceci correspond à un point fixe dans le processus d’évaluation. Comme les tables initiales de la BD extentionnelle sont finies, et que le processus est monotone au sens où le calcul itératif ne fait qu’ajouter de nouvelles lignes,  il doit converger sous l’hypothèse de règles sûres. Nous reviendrons sur ce point plus loin.
Évaluation naïve

Le processus d’évaluation itératif précédent qui consiste à appliquer systématiquement toutes les règles à chacune des étapes est appelé l’évaluation naïve. 
En pratique, il est possible d’optimiser le calcul. Une première optimisation simple consiste à éviter de recalculer les mêmes faits en observant qu’un nouveau fait à l’étape i doit être produit à partir d’au moins un nouveau fait de l’étape i-1. À cet effet, on peut maintenir explicitement la différence entre les états des tables d’une étape à l’autre (P). Une autre forme plus sophistiquée d’optimisation consiste à réécrire judicieusement les règles de manière à simuler les avantages d’un algorithme de chaînage arrière. Plusieurs techniques ont été proposées pour l’optimisation de l’évaluation de requêtes Datalog.
Dans notre exemple, la sémantique du point fixe correspond à la sémantique du modèle minimal. Lorsqu’un point fixe est produit, il correspond au modèle minimal. Ainsi la sémantique du point fixe correspond à une forme raisonnable d’interprétation du programme Datalog. Cette propriété n’est pas toujours vérifiée lorsqu’on tente d’étendre la puissance expressive de Datalog. Pour éviter les cas indésirables, il faut contraindre les programmes Datalog.
· Datalog avec négation

Une variation des clauses de Horn consiste à précéder optionnellement les prédicats de la prémisse Pi  par l’opérateur de négation (¬Pi). Il est toujours possible de transformer une formule du calcul des prédicats du premier ordre sous forme d’un ensemble de clauses incluant la négation. La négation introduit un problème important car il n’y a pas toujours de modèle minimal pour un ensemble de clauses avec négation.
Exemple. L’exemple de la théorie T = {P(0) ( P(1)} peut être représenté par une clause avec négation :

P(0) :- ¬P(1)

Comme nous l’avons vu précédemment, cette théorie possède les modèles suivants : I1 = {P(0)} et I2 = {P(1)} et aucun n’est minimal !

Négation stratifiée (stratified negation)
Pour éviter les théories sans modèle minimal qui proviennent de l’ajout de la négation,  la négation statifiée introduit des contraintes sur la forme des clauses avec négation. 
La négation stratifiée est une contrainte plutôt complexe à saisir. Elle peut être définie en construisant un graphe de dépendance entre prédicats. Dans ce graphe, les nœuds sont les prédicats. Un arc de P1 à P2 d’étiquette + est introduit lorsque P1 est dans la conclusion et P2 est dans la prémisse. Un arc de P1 à P2 d’étiquette – est introduit lorsque P1 est dans la conclusion et ¬P2 est dans la prémisse. Lorsqu’il y a présence d’un cycle incluant au moins un arc -, la négation n’est pas stratifiée. Dans le cas contraire, la négation est stratifiée et le graphe montre comment trouver le point fixe (modèle minimal) d’une requête en organisant l’évaluation des prédicats intentionnels sous forme de strates. Une strate pour un prédicat P est une séquence d’arcs - qui part de P. On peut ainsi constituer une arborescence de strates à partir de P sans revenir à P puisqu’il n’y a pas de cycles. On procède à l’évaluation strate par strate pour produire la valeur du prédicat intentionnel P.
Exemple. Le graphe du programme Datalog suivant apparaît à la Figure 2.
P(0) :- ¬P(1)
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Figure 2. Graphe de dépendance.

Le graphe comporte un cycle incluant un arc -. Le programme n’est donc pas stratifié. Ici le cycle est réduit à un seul arc mais il peut en comporter plusieurs dans le cas général.

Exemple. Le programme suivant est stratifié. Il ajoute une nouvelle règle à l’exemple des générations qui définit un prédicat intentionnel PasDescendantDeLuc contenant les personnes qui ne sont pas des descendants de Luc.
Personne(Jean, M)

Personne(Anne, F)

Personne(Marie, F)

Personne(Luc, M)

Personne(Eve, F)

Personne(Lucie, F)

Personne(Paul, M)

Personne(Eric, M)

Personne(Guy, M)

Parent(Jean, Luc)

Parent(Jean, Eve)

Parent(Anne, Luc)

Parent(Anne, Eve)

Parent(Marie, Paul)

Parent(Luc, Paul)

Parent(Luc, Eric)

Parent(Lucie, Guy)

Ancêtre(x, y) :- Parent(x, y)

Ancêtre(x, y) :- Parent(x, z), Ancêtre(z, y) 
PasDescendantDeLuc(x) :- Personne(x, y), ¬Ancêtre(Luc, x)
Le graphe de dépendance ne contient pas de cycle incluant un arc -. Donc, le programme est stratifié. Le graphe permet de produire une stratégie d’évaluation par strate. Dans un premier temps, dans la strate 1, on peut évaluer Ancêtre comme nous l’avons fait précédemment par le calcul du point fixe. Dans une deuxième temps, dans la strate 2, on évalue PasDescendantDeLuc en effectuant tout simplement la différence algébrique suivante : 
x Personne - x ( Luc (Ancêtre))
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Figure 3. Graphe de dépendance.
Des formes plus sophistiquées et moins contraignante de stratification ont aussi été étudiés (stratification locale, modulaire, …).

· Programmes sûrs

Un autre aspect important en pratique est d’empêcher la possibilité de prédicats intentionnels avec un nombre infini de faits. 
Exemple. Le programme Datalog suivant produit un résultat infini pour P :

P(x) :- ¬Q(x)


Q(0)

En effet, toute valeur de x différente de 0 est acceptable pour P(x).

Cette considération est valable même dans le cas de programmes sans négation.

Exemple. Le programme suivant produit aussi un résultat infini pour P.

P(x) :- x > 0

Le problème général qui consiste à déterminer si un prédicat intentionnel est infini est indécidable. Cependant, une manière simple de garantir des prédicats finis est la contrainte de clause sûre suivante.

Clause sûre (safe rule)

Toute variable dans une clause doit apparaître dans un prédicat extensionnel positif (sans négation) de la prémisse.
Ceci évite de produire des résultats infinis car une valeur ne peut apparaître dans une table dérivée que si cette valeur existe dans une table de la base extensionnelle.
22.4 Notes bibliographiques

L’article (Ramakrishnan & Ullman, 1995) fait un survol des travaux en bases de données déductives. L’article de Liu (1999) fait un survol d’extensions aux valeurs complexes, objets, mises à jour et ordres supérieurs.
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� À noter qu’en bases de données, on distingue les types des différentes colonnes mais cette nuance n’est pas fondamentale à la compréhension des concepts.


� À noter que D devient un espèce de fourre-tout sans distinction des types des colonnes. Dans les implémentations informatiques, on introduit des domaines spécifiques pour les colonnes mais ceci n’introduit pas de difficulté théorique fondamentale.
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