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n
��À�v«zS�§t,vGxcy{zG}cz\~&��xgtw�§�,���7�

Í Á �,��©wt�y{���{±cv«zI���cy{��|�z7���{z��c�§z�|�tw���@�{��tw�9�/�@y{z�v«z����Sy{���7�@y{|����wz«}c�a�5�,���7�c�	}c�
n
��À�v«z��§t,vGxcy{z«}cz~	��xgtw�§�,���7�3qÍ�z��{z�v��§|N}�Á z�·@�����c�{��tw�Iz7|Ò�N}c����y{���W�/��yN��z�|N�7­��§���{��t,�§|W}czSy{���7�@y�y{z��c�7zS|��c���w�,���{z�|��

Æ
T (n) = T (n − 1) + T (n − 2) + Θ(1),

|��
n > 1Æ

T (1) = Θ(1)Æ
T (0) = Θ(1)Í&��|�tw���@�{��t,� }cz«��z�|\�7­��§���{��t,�§|��gz�y{v�z��\}cz«�7t,�§�����@y{z ­��§z���z��{z�v��§|\}�Á z�·@�����c�{��tw� z�|Ò�G�,� v«t,���c|z�·"�gtw�cz����{��z��Çq:¿����c| �§y{������|���v«z7���$"¶��z7���W�gz��c� - ��y{z�v«tw����y{����twv«v«z�|��c���7q )�t,�c��}�Áº��xgt,y{}B"W�ct,�{tw�c|­��czG���«Ð¡tw�c���{��tw�

T (n)
}ctw�c�/�����¾��z\�{z�v��§|N}�Á z°·@�7���@�{��tw��z�|Ò�¾v«tw�ct,�{t,�§��­��cz."/�,Á z�|Ò��Æ Î�Æ¤}c��y{z

n1 ≤ n2 ⇒
T (n1) ≤ T (n2)

¨3�wÁ z7|Ò�¶©w�7�c�°yª�,��z�v«z����W��zS�7�,|¶}cz��{z7����z�|WÐ¡tw�c���{��tw�c|�®ªqÊ��tw���¾����t,y{|
c
z°�

d
��z7|W��tw�c|Ò�ª�,���{z7|�,|�|�t"������z7|�"�y{z�|Ò�gz7�°�{����z�v«z����$"n�,����yª�7�,�,���&}cz��7t,v��§��z°·@���{�

Θ(1)
}cz

T (n)
z°�

T (0)
q����@�§�gtw|�t,�§|S�,�c|�|��%"��t,�cyW|���v��/���kj§z°yN�3Áº�,�§�,��¬@|�z."§­��§z

n
z�|Ò�W�c�I�ctwv\x§y{zu�=����yG¨

n = 2 ∗ k
�gtw�@yW�c�½�7z°y��ª�,���

k
®ªq � �I���,��t,y{|��z�|Wy{z������{��tw�c|N|��c���,�,���{z7|6�

T (n) = T (n − 1) + T (n − 2) + c

≥ T (n − 2) + T (n − 2) + c

= 2T (n − 2) + c

≥ 2[2T (n − 4) + c] + c

= 22T (n − 2 ∗ 2) + 2 ∗ c

≥ 22[2T (n − 2 ∗ 2 − 2) + c] + 2 ∗ c

= 23T (n − 2 ∗ 3) + 3 ∗ c

. . .

≥ 2kT (n − 2 ∗ k) + k ∗ c

= 2kT (0) + k ∗ c

= 2k ∗ d + k ∗ c

= 2n/2 ∗ d + n/2 ∗ c

≥ 2n/2 ∗ d

� ��z��I�7t,�§�����@�N}ctw�c�G­��cz T (n) ∈ Ω(2n/2) = Ω((
√

2)n)
q�l

mon�prqtsvu wyx;u{z�|�}�w�~7��}�}�u{�*z{|c�*|D�D�vp�w���|y��x(�Ds�u{}�p&���*}�p*|Dz{|Dqt|�����p*}�~*sv}�u{�yu�x(���*|
T (n) ∈ Θ(rn)

���
r = 1+

√

5

2

|y}�w
s�~*~7|yz{�0z{|�p&���	�*��|��5� �����

�



fib(5)

fib(4) fib(3)

fib(3) fib(1)fib(2)

fib(1)

fib(2)

fib(1) fib(0) fib(1) fib(0)

fib(0)

fib(2)

fib(1)
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Í�z�|S�,��©wt,y{���{±§v�z7|¾x=��|��7|�|��@yS��� �cy{tw©,yª�,v«v«���{��tw�9}@¬@�§�,v«��­��cz�|�tw����|�tw�@��z7���S�@�{������|���|u�gtw�@yuy{�7|�t,�§}@y{z}§z�|1�cy{t,x§��À7v«z�| � * ���g£3�¡���e °¢,£3�¤��¥;"��,Á z�|Ò��Æ Î�Æ¤}c��y{zW}cz�|	�cy{t,x§��À�v«z7|�}§�,�c|���z7|{­��§z���|1�ÇÁ t,x + z7�°�{��Ð/z7|Ò��}§z¶}�Á ��}§z��@Æ�{�kj§z�y��c�cz�tw���§���c|���z7�@y{|�|�tw���@�{��tw�c|�­��c�&|{���{��|�Ðetw������z�y��ª�,���c|u��y{���{À�y{z�|�� * ���g£3�e� ¢#���e£ ��"=}§t,�§��v«���§��v«��|{�����¨3tw��v ��·"��v«��|{�,���$"/|�z���t,����zS�5��|�®Ê�c�cz\��z�y��ª�����cz\Ð¡tw�c���{��tw�I}cz\��t/.@�7qÍ&��|Ò��yª���{�7©,��z �gtw�@y��@�{������|�z�y������cy{tw©,yª�,v«v«���{��tw�E}@¬@�§�,v«��­��§za¢� ����°¥4��¢�¥/£���y{z��gtw|�z½����t,y{|�|��@y���z7|�§y{���c�7���=����z�|¾�°�ª���gz�|W|��§���w�����{z�|��
�,q&�B}cz7���{�tj/z°yG��z�|\�7��yª�,�°�{��y{��|Ò�{��­��cz�|\}nÁ �c�§z |�t,���@�{��tw� t,�c�{��v �,��z�¨ÇÎ½�3Áº�,��}§z }�Á �§�cz Ð¡tw�c���{��tw� }cz«�7t/.@����c�cy{t,�cy{����z�®ªq
�"q A���j§�c��y�y{�7���@y{|�����z�v«z���� ���\|�t,���@�{��tw� t,�c�{��v ����z¾Î\�c�czN���c|Ò�ª�,�c�7zN}c� �cy{t,x§��À7v«zNz�� ��}cz����{�tj/�,���Ê��z7|}c����z°y{|\|�tw�c|ÒÆÇ�cy{t,x§��À�v«z�|�Î½y{��|�tw�c}cy{z�¨e�/��yGz°·@z�v��§��z#"	Î½�ÇÁº����}cz }�Á �7­��§���{��tw�c|Sy{���7�@y{|�����z7|G���c�cy{t,Æ�cy{����z7|Wt,��Î��ÇÁ �,��}cz\}�Á �c�czG���c�cy{t"�ª±§z�y{���7�@y{|����wz\}§���@��|�z°y�ÆÇ�gtw�@y�ÆÇy{�7©,�§z°y°®ªq
p"q&�B}cz7���{�tj/z°yN�c�cz\|Ò��y{�c�°�{�cy{zS}cz\}ctw�c�c��z7|N�,�@·@�������,��y{zG­��c�g��z°y{v«z°����yª��}§zSv«��v«t,y{��|�z�yN��z�|N|�tw���c�{��tw�c|�,�@· |�tw�c|ÒÆÇ�cy{t,x§��À�v«z�|Êz��Ê}c�°�{z�y{v«���cz�yÊ}czu­��cz7����z¾Ð3�#D�tw���7z°���{z¾|Ò��y{�c�°�{�cy{z¾}czu}ctw�c�c��z7|´}§z°�"yª� - ��y{zy{z�v��§����z«�gtw�@y��gz°y{v«z°����y{z }cz��7�,���7�c��z°y����I�,�,��z��@y�}nÁ �c�§z |�tw���@�{��tw�Et,�c�{��v ����z�}cz Ð3�#D�tw��¢� ��F�°¥/8
��¢�¥/£��?">�,Á z�|Ò��Æ Î�Æ¤}c��y{z�z7�9y{z�v«tw���ª�,���S�cy{tw©�y{z7|�|�����z7v�z7���\}§z�|S|�tw�c|ÒÆÇ�§y{t�x/��À7v�z7|\|���v��§��z�| + �§|{­��nÁ �,��cy{t,x§��À�v«zS©w��t,x/�,�n���§���{���,�3q
�B���%"=tw���=�$y{��z��,�c|�|��&}cz�}c�°�{z�y{v«���cz�yu��z  ����@����¢������F��� ���º�e ª °¢$H ��}cz����«|Ò��y{�§�°�{�@y{z�}czG}§t,�§�c��z7|�q
AS�,�c|1��zW�7�,|	}�Á �c�«�,��©wt�y{���{±cv«z¶}§z´�§y{t,©,yª�,v«v �$�{��tw��}@¬@�§�,v«��­��czW���{��yª���{��Ð ",�wÁ z7|Ò�1z7|�|�z����{��z�����z7v«z������z�|��ª±c�7v ��}cz�y{z�v��§����|�|{�,©wz�­��c�&�,� }c���{z°y{v«���cz°yS����|Ò��y{�c���{�@y{z�}§z��3Áº�,��©wt,y{���{±§v�zwq�Í>z��cy{���§�����/�,���yª�7�,�,���N}§z��3Áº�,��©wt,y{���{±cv«z���tw�c|���|Ò�{z9�,��t,y{|IÎ y{z�v��§����yIz°���/��y{�7t,�cy{��y½��� |Ò��y{�c���{�@y{z�}cz�}ctw�c�c�7z�|}cz½|�t,y��{z�­��§z½�3Á tw�É�czI}cz�v �,�c}cz +���v �,��|��c�'y{�7|��c���ª�$��­��§�Ê��Áº���/�,|�z7�c��t,y{z½���{�½�7�,���7�c��� �Êz7�}�Áº�,�@��y{z�|¾v«t,�{|�"=����Ðe�,�@�¾}§t,�§�Gz°·c�,v«���cz�y¾��z�| ��� �;�°¥���¢�¥4���°  ��� ����¥§¥g�F�° Gz�����y{zG��z7|¾������v«z����{|¾}cz����|Ò��y{�§�°�{�@y{z\}czS}ctw�c�§��z�|W�gtw�@y¾}c�°�{z�y{v«���cz�yN��z\|��ª±c�7v �«}cz�y{z7v��/����|�|{�,©,zwq

Âcq����n}c��|���y{�#"/��tw�c|Ò��y{�c��y{z��"¥��10�|�tw���@�{��t,��t,�c�{��v ����z\Î��/��y��{��yN}§z�|N���cÐet,y{v �$�{��tw�c|N�7�,���7�c����z�|�q32
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* ¢������º� !��;� # �"¥��=�{��'��!:°�(� ª� �"¥��  ��#�1�@£3�¤��¥;���g£3�e��¢#�!� # �"¥�� �e¥§ ª£ ¢�¥���� �7� �=�{��'��9:��	�6�;���@£N£ �7� ���7�@��  ��£3�F����'�£��°¥ �/� # �§¢��°£3�e�	��� ��#�1�c£3�Ç��¥§ ����g£3�e� ¢#�!�° �¢7���  ��7�" ?8!�=�{��'��!:°�(�°  �
8:9 zLs�����u ;�| qt�����?�*|��D�D|yp�w �?�I� u{z=< svu w ~*z{�&}�u{|y�*��}�}���z{�&w�u{�vp*}D��~&w�u{�Dsvz{|y}D~7��}�}�u{�*z{|�}y� 9 z�}y� s?>vu w �&��p*�@>��yp&�y��s�z{|y� |yp�w

�5� u{�&|yp�w�u A*|y�%BDC6E��*|���|y} }���z{�?w�u{��p*}�x*~*sv}�p*�y��|y}�}�s�u{��|y�D|�p�w-F G�}���z{�?w�u{��p5�
HJI��vw���p&}$�?�&| ~7���*� }�u{�D~*z{u A*|y� z{s�~*���y}�|yp�w�svw�u{��pD�*|y}$s�z3>v����u w�K*� |y}yx��*s�p&}�~*z{�&}�u{|y�*��} �*|�}�|�L?|y�D~&z{|y} �?�*|Lp*���&}�~*����}�|ypDM

w���p*}�x\p*�v�*}�p*�v�*}L����p�w�|yp�w��vp*} �*|��*��w�|����Du{p*|y��z{|��y�JN&w��&|��y|�w�w�|0}��vz{�&w�u{��pIx*}�s�p*} p*�y��|y}�}�s�u{��|y�D|�p�w�u{�*|yp�w�u A\|y��z{sD}���z{�&w�u{�vp
|yz{z{|�M!�(Oy�D| �

¹



�"�=��z¾�§y{���c�7����zu}�Á t,�c�{��v«�,�����{�u|�Áº���c�§����­��cz."c�,��t�y{|¶t,���gz7�@�¶�@�{������|�z°y¶���G�cy{tw©,yª�,v«v«���{��tw��}@¬@�§�,v«��­��cz��t,�cy>�7tw�c|Ò��y{�c��y{z��§�cz�|�tw���c�{��tw�\t,�c�{��v«�,��z1�/��y{��z´­��§z#"5y{�7���@y{|�����z�v«z�����z��>}§z1Ð3�#D�tw�G�,|���z��§}§�,���{z#"��ª±/�,­��cz|�tw�c|ÒÆ¤|�tw���@�{��t,��|�z�yª��t,�c�{��v ����zSz��¾­���Á ���n|��@µ«�N}�Á ��}cz����{�kj§z�yN�c�§z\|�t,���@�{��tw����y�x§����yª�,��y{zwq

³´t,y{v«z�� "�Í�z���|�z°y{|�tw� z�� K ����z�|Ò�´z°·"�cy{��v«z����´��z¶�cy{���c�7���gz¾}�Á t,�c�{��v �,�����{�Nz�� }§��|{�,���¶­��nÁ �c�«�§y{t�x/��À7v�z 3°¢��3£¢����/¢��{¢��e£3���	�@¥�� )�]gl�)�� )°b5[�lL',b$l�[5m ] .nb�d3` _i#em |��¶�c�cz�|�tw���@�{��t,�Ét,�c�{��v ����zI�,�E�cy{t,x§��À�v«z½��twv��gt,y��{z}§z�|N|�t,���@�{��tw�c|Nt,�c�{��v«�,��z�|¾�,�@·½|�t,�§|ÒÆÇ�cy{t,x§��À7v«z�|�q
< � �cy{t,x§��À�v«z z7|Ò�G}ctw�c� �c� xgtw� �7�,�c}c��}§���\��t,�cyG�c�cz |�tw���c�{��tw� x/�,|���z |��@y����½�cy{tw©,yª�,v�v ���{��t,�E}@¬"Æ�/��v«��­��cz\|��n��z�|N}cz��@·½�7t,�§}c���{��tw�c|N|��c���w�,���{z�|N|�tw���N|{���{��|�Ðe�,���{z�|��
�,qNÍ>z��cy{t,x§��À�v«z\Ð3�,���¾���c�/��yª��Ã���y{z l&fnm )�]glL)�� )°b$[�lL',b$l�[5m�] .nb�d3` _i#em �
�"qNÍ>z¾�§y{t�x/��À7v�zS��tw���{��z���� h�m() )�]gl�)�� .�[$]�� #��@`am;) )5l�.1m"[\.	] )�%() ¨3�wÁ z7|Ò��Æ Î�Æ¤}c��y{zS­��cz��3Áº�,��©wt,y{���{±§v�zy{���7�@y{|���Ð�©w���§À°y{z��/���c|���z��cy{|NÐ¡tw��|W��z�|Wv - v�z7|W|�tw�c|ÒÆÇ�§y{t�x/��À7v�z7|�®ªq

�"�����¶�cy{z7v���À°y{z �7t,�§}c���{��tw�\�nÁ z7|Ò�>�/�,|�|{���{��|�Ð3�,���{z."����W|�tw���@�{��t,�Gt,xc�{z��"�cz��/��y&�c�G�,��©wt�y{���{±cv«z }cz��cy{tw©,yª��v�Æv ���{��t,��}c¬"�/��v«��­��czS��t,�cy�yª�����u�,��t�y{|G¥�� �§¢�  �°£3�������g£3�e��¢#�!��qÊ¿1��yu��tw����y{z."/|��>��� }cz7�@·@��À7v�zG��tw�c}§���{��tw��nÁ z7|Ò� �/�,| |{���{��|�Ðe�,���{z#"��ÇÁ �c�{������|{���{��tw� }�Á �c���,��©wt,y{���{±§v�z¾}czW�cy{tw©,yª�,v�v ���{��t,��}@¬@�§�,v«��­��czN�gtw�@y�yª�,���Ê�,��t,y{|
- ��y{z���tw�c|���}c��y{��z��7t,v«v«z�}cz��ÇÁ¡�7>#�°�	�7� �I�1"�z��E�7z�|�z��§|�­���Á t,�'��tw�c|Ò��y{�§��yª�,�����§� �ª��x§��z7�,�E}cz7|�|�tw���c�{��tw�c|�����{z�y{v��7}c������y{z�|�" v �,��|«­��cz��ª±§�,���§�cz�}cz½��z7|�|�t,���@�{��tw�c|��§z�|�z°yª�,�����@�{������|���zI­��nÁ �c�§z�|�z7�c��z½z°���§�c��­��czÐetw��|�q Y¾_/[5mcf/b\g
�()�m'oih »¾�§�§�����7��x§�������{�\}czS�����cy{tw©,yª�,v«v«���{��tw�I}c¬"�/��v«��­��czS|�z7��tw�9³´t,y{v�z7� �°£¶¢#� �
����� � 	����;��� ���y�$�-�;���	�
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 ¿�y{t,x§��À7v«z��*v��c���{���§����z°yN�c�cz��ª±§��Ã��cz�}czSv«����y{����z7|Êz��½v«���c��v«��|{�,���W��zu�§t,vGxcy{z��{t,�ª�,�g}�Á t,�g��yª���{��tw�c|�q¿ ���c|&�cy{���7��|��7v«z����$",���ª�����&}ctw�c�§�´�c�§z´|��c���{z´}cz´v ����y{���7z�|
A1, . . . , An

",���"Ðe�,�@����y{tw�@��z°y �+* ���F���F�N���g£3�e��¢#�}/���§|���z7­��cz7�N��z�| �cy{t"}c�§���{|�}cz�v ����y{���7z�|�}§z°�"yª�,��z7����|�Á z�J�z��°�{�§z°y��gtw�@y�v«���§��v«��|�z°y½��z��ctwvGxcy{z��{t,�ª�,�}nÁ t,�g��yª�$�{��tw�c|�q �B�	Ðe�,�@�����"��}cz7v�v«z7����y{z�|Ò��z��°�{z�y��3Á t,y{}@y{z�}cz�|�v �$��y{����z7|�}§�,�c|�����|��§���{z."�v �,��|�tw�9�gz��@��w��y{��z�y��ÇÁ t,y{}@y{z�}cz7|�t����°yª���{��tw�c|�z�� + tw�§�,���«�7��z����ÇÁ¡¢� ª �� �°�Ç¢,£3� >5�e£ ��"1�wÁ z7|Ò��Æ Î$Æ¤}§��y{z."1z��E�/��y{z����{±c��|{�,����}cz}§� Jg��y{z����{z7|WÐ3�#D�tw�c|N��z7|W}c���wz�y{|¶�§y{t�}§�c���{|�q

 01·@z7v��/��z �1��tw���1��z7|1­��§����y{z´v ����y{����z�|	|��c���,�,���{z7|W¨3���¾����©,�§zÊ}c��x/�,|	���c}c��­��§zÊ���¾�ª�,������zÊ}czÊ���uv ����y{���7z$® �

A × B × C × D
20 × 2 2 × 30 30 × 12 12 × 8


 A�z�Ðe�#D�tw�E©w���§�°yª�,��z."1��z��cy{t"}c�c����}�Á �c�cz�v ����y{����z�}cz��ª�,������z i × j
�/��y��c�§z�v ����y{����z

j × k
�c�7��z�|ÒÆ|����{z

i × j × k
v��c���{���§�����5���{��tw�c|�}cz x/�,|�z,q A�� J��°y{z����{z�|GÐ3�#D�tw�c|�}cz �/��y{z7���{±c��|�z�y���z7|Gv��c���{���§�����7���{��tw�c|}§z�v �,�c}cz°y{tw���u}ctw�c�S}cz7|W�§t,vGxcy{z7|W�{t,�ª�,�@·�}cz\vG�§���{���§�����5�$�{��tw�c|N}c�!Jg��y{z����{|��

A(B(CD)) : 30 × 12 × 8 + 2 × 30 × 8 + 20 × 2 × 8 = 3680
((AB)C)D : 20 × 2 × 30 + 20 × 30 × 12 + 20 × 12 × 8 = 10320
(A(BC))D : 2 × 30 × 12 + 20 × 2 × 12 + 20 × 12 × 8 = 3120


 sut,�{z ��Í Á t,x + z7�°�{��ÐN}czI�3Áº�,��©wt,y{���{±cv«zIÎ9}c�°��z���t,�c�gz�y«��Á z�|Ò� �§¢� ½}cz½v��c���{���§����z°y ��z7|�v �$��y{����z7|�v �,��||���v��§��z�v«z����u}czS}c���{z°y{v«���cz°yN�ÇÁ t,y{}@y{z\t,�c�{��v �,�n}cz\v��c���{���§�����5���{��tw�c|�q Í>z7|N�$y{©w�cv«z7���{|W}§z\�3Áº�,��©wt,y{���{±§v�z|�tw���¾}ctw�c�\�c�§��­��cz7v�z7���¾��z7|¶�ª�,������z�|W}cz7|Wv ����y{����z�|�q
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Í&�u~	��©w�@y{zNË¾�������c|Ò��y{z¶�3Á t,y{}@y{z¶}§�,�c|1��z5­��cz��@��z7|	}c�!Jg�°y{z7���{|	�7���7v«z����{|1}cz � |�t,���1}c��j§�c��|	�gtw�@y1�c�����c��z��cÎ
�$=?A����!�IH (5@�� ) X ) � )��$J q � �I��tw�c|Ò�ª���{z����"��}cz7v�v«z7���N­��czS�ÇÁ tw�I�czS}ctw���N�7�,���7�c��z°yN­��czS��z7|Ê�gtw|����{��tw�c|}§z�����v ����y{���7z � �{z�����z7|¶­��cz =��IR�$ q � �½��tw�c|Ò�ª���{zS���§|�|��n­��§z�|��gtw�½�7�,�����c��z���z�|¶������v«z7���{|¶}cz � }§�,�c|�ÇÁ t�y{}cy{z\|��c���w�,���$"§tw�½y{z�|Ò��z��°�{z�yª����z7|W}c���gz��§}§�,�c��z7|W}cz\}ctw�c�c�7z�|¾�$�§�cy{t,�cy{���7z�|��
�,q � ���7�,���7�c��z��{tw�c|N��z7| � 0 = 1%07$ 1 �{z7��|N­��cz $�`5= R S
�"q � ��Ðe�,���N}czSv - v«zS�gtw�@yN��z�| � 0o=
1%07$ 1 �{z���|¾­��§z $�`5= RYX
p"q&�B}cz7vP��t,�cyN��z�| � 0 = 1%07$ 1 �{z���|N­��cz $�`9= RTd
ÂcqNz°�{�wq
³´z����{z9�7��yª�,�°�{�°y{��|Ò�{��­��§z9|�z°yª�É�c�{������|��7za�c���{�°y{��z��@y{z7v�z7����}§�,�c|I�ÇÁ �,��©,t,y{���{±cv«za}§z9�cy{tw©�yª�,v«v ���{��tw�}c¬"�/��v«��­��cz\�����,|�|���­��cz�¨Ç�,��©,t,y{���{±cv«zG²�®ªq

X�� ;���X "�]$#Çl�b�d¡]gf � h	l `a_=f�l>m;# �G_(+/m('B.&[5]/^=[$_/`E`a_cb$de]gf h�j>f>_=` d3knl>m-'9#¡_i)?)5dek>l>m

 sut��{tw�c|n�/��y M [i][j]

��z��ctwvGxcy{z v����c��v��cv }cz vG�§���{���§�����5�$�{��tw�c|ny{z5­��c��|>�gtw�@y�v��c���{���§����z�y���z�|�v«����y{����z7|
Ai
+Ò�c|{­���ÁºÎ

Aj
"���t,y{|{­��cz

i < j
q Í����cy{t,�cy{���°�{��y{���7�@y{|����wz½}§z°�,�,��� - ��y{z½|{�$�{��|�Ð3�����{z��=�$y�����|�tw���@�{��tw�t,�c�{��v �,��z\|�z�yª��}ctw�c�\���«|��c���w�,���{z �

M [i][i] = 0,
�gtw�@y

1 ≤ i ≤ n
M [i][j] = min

i≤k≤j−1
(M [i][k] + M [k + 1][j] + di−1dkdj),

��t,�cy
i < j


 ¿�y{���c�����gz�}�Á t��§�{��v �,�����{� � � �ª�,���>}ctw�c�c��z��c�cz |�t,���@�{��tw�St,�c�{��v«�,��zN¨e�=�$y�z°·gq!" A1((((A2A3)A4)A5)A6)
®��t,�cy��c�cz´|��c���{z�}§z�|���·\v«����y{����z7|�®�"��,��t,y{|���Á ��v��gt,y��{z´­��§z�����z�|�tw�c|ÒÆ¤|�tw���@�{��t,�½¨e�/��y&z°·gq!"

(A2A3)A4

®g}cz°�"yª�z7����z¶���§|�|�� - ��y{z´t,�c�{��v �,��zwq�³´z7�����gz7�@� - ��y{z �cy{tw�@��� �/��y �ª��¥/£3�{¢����2�°£3�¤��¥ ��|�Á ���@z°·@��|Ò�ª�,���&�§���/��y{z����{±c�7|{�,©,z�/���c|´�7��tw�ctwv«��­��czN�gtw�@y´�c�§zN|�tw�c|ÒÆ¤z�·"�cy{z�|�|���tw�9¨e�=�$y´z�·=q9"
A2(A3A4)

®�""�,��t�y{|´���/|��cµ�yª�,���´}czNy{z7v��/���,��z�y�7z°���{z�|�tw�c|ÒÆ¤z°·"�cy{z7|�|���tw�É}§�,�c|����I�/��y{z7���{±c��|{�,©wz�©w��t,x/�,� �gtw�@y�t�x§�{z��c��y��c�cz�v«z�������z��@y{z�|�tw���@�{��tw�:¨e�/��yz�·gq!"
A1(((A2(A3A4))A5)A6)

®ªq

 Í>z �§y{���c�7����zÊ}�Á t��§�{��v �,�����{�Ê�°�ª�,���&�w������x§��z´z��	�7¬��,���1}c��j§�§���1�c�cz´�cy{t,�cy{���°�{�Ê�7��yª�,�°�{��y{��|{�,���	���¾|�tw���c�{��tw�t,�c�{��v �,��z."c���gy{z�|Ò�{z�z��c|��c���{zSÎ�}c��j/�c��yW�c�I�,��©wt�y{���{±cv«zS­��c�=�gz�y{v�z�����yª��}cz���tw�c|Ò��y{�c��y{z�}cz�Ð3�#D�tw�½�,|��7z��@Æ}/�����{z\���«|�tw���@�{��tw��qÊ¿1��y¾���«Ð3�#D�tw��}§t,���¾��z7|N�7­��§���{��tw�c|Wy{���7�@y{|����wz7|N|�tw���¾}c��j§�c��z�|�"=t,���gz��c�¾��tw�c|Ò�ª���{z°y
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Y\[,d3fL'�d,.1m�h$7�] .>b$dÇ`a_ #3d¡b?% .0#3lL)�m@fihL%�b7_=d�#�)
�"�@�c�gtw|�tw�c|u­��czS�ÇÁ tw���,���¾�c�cz\|�tw���@�{��t,��t,�c�{��v ����z#"/�,Á z�|Ò��Æ Î�Æ¤}c��y{z#"§�c���/��y{z����{±§��|{�,©wz\t��§�{��v �,���gtw�@y¾��z7|
n
v«����y{����z7|

A1, . . . , An
q � �E}c��|���y{z��,��t,y{|Gv«tw����y{z°y�­��§z ��Á ��v��gt,y��{z�­��cz�����z |�tw�c|ÒÆ¤|�tw���@�{��t,�'�@�{������|���z}/���§|W��z°���{zS|�t,���@�{��tw�½t,�c�{��v ����zS|�z°yª��z�����zS�,�c|�|��nt,�c�{��v«�,��z,q*0��I}�Áº�,�@��y{z�|Wv«t,�{|�"c�����§t,�§|WÐe�,�@�Nv�tw����y{z�y­��cz\��z7|W|�tw���@�{��t,�§|¾�,�@·½|�t,�§|ÒÆÇ�cy{t,x§��À7v«z�|¾|�tw���N�§����z7|�|{�,��y{z7v�z7���¾t��§�{��v �,��z7|Wz7����z�|N�,�c|�|��Çq

¿	tw�@y - ��y{zu�§���c|¶�7t,�§�°y{z°�$"c|��c�c�gtw|�tw�c|W}ctw�c�\­���Á tw���,���W�c�czS|���y{��zS}czS|���·�v �$��y{����z7|
A1, . . . , A6

z��W­��cz��zS�/��y{z����{±c��|{�,©wzSt,�c�{��v ���>|�t,���¾��z\|��c���w�,���$�
(A1((((A2A3)A4)A5)A6))

�"t,���u�,��t�y{|¾��z\|�tw�c|ÒÆÇ�§y{t�x/��À7v�z�}czGv��c���{���§����z°yu��z7|Nv ����y{���7z�|
A2, A3

z°�
A4

qÊÍ��«|�tw�c|ÒÆ¤|�tw���@�{��t,���@�{������|���z}/���§|Ê���G|�tw���@�{��t,�½t,�c�{��v �,��zuz7|Ò�
((A2A3)A4)

q´���@�c�gtw|�tw�c|W­��czu��z����{z¾|�tw���@�{��tw�½�czu|�tw���Ê�=��|¶t��§�{��v �,��z��t,�cy
A2, A3

z°�
A4

qE¨ ³¾Á z�|Ò�������´�����7����}cz����I�cy{z7�@��z��/��y��7tw����yª�,}c�����{��tw� ��tw� ��z��c��v«tw����y{z�y�­��cz�7z°���{zI|�tw���@�{��t,�i}ctw��� - ��y{z�t,�c�{��v �,��z#"Êz�� |��@�c��t,|{�,�������a|�tw���@�{��tw� ©w��t,x/�,��z�t,�c�{��v ����z,q � �;�,�a}ctw�c�|��c�c�gtw|�z°y�­��nÁ z7����z��§z��ÇÁ z7|Ò���/�,|�"��§�c��|Sv«tw����y{z�y\­��cz��7z�����z�|Ò�S��v��gtw|�|���x/��z��=�$y{�7z�­��cz���z7�����7tw�c}c�c���\Î�§�czN��tw����yª�,}c���°�{��tw��q�®����§���S|�tw���@�{��tw�
((A2A3)A4)

��Á �°�ª�,���1�/�,| t,�c�{��v«�,��z#"��7z����S|���©w�c�kj§z°yª�,���´�,��t,y{|´­���Á ���z�·@��|Ò�{z6�"¥�¢7�@£3�F�W�/��y{z����{±§��|{�,©wzN­��§�@|�tw����v�z7������z��@y$"�}ctw�c�W­��c�c}cz�v �,�c}czWv«tw���c|1}nÁ t,�g��yª�$�{��tw�c|�"w�=�$y�z�·gq!"
(A2(A3A4))

q � y$"=|��&tw���@�{������|{�,������z°���,�@��y{z\�=�$y{z7���{±c�7|{��©wz�}§�,�c|u��z\�/��y{z����{±§��|{�,©wz����c���{���,�´¨3|��@�§�gtw|��t,�c�{��v �,�¡®�"N��� |�tw���@�{��tw� ©,��t,x/�,��z�y{��|��§���ª�,���{z��@�{������|{�,���½��z°�½�,�@��y{z��/��y{z����{±c��|{�,©wz�}§z�v �,�c}cz°yª�,���$"G���I�!�¢7�@ ª {� "gv�tw���c|�}�Á t,�g��yª���{��tw�c|�¨3}czG�/��yu��� Ð3�#D�tw��}ctw���utw���7t,v��c�{z���z��ctwvGxcy{z��{t,�ª�,�>}�Á t,�g�°yª���{��t,�§|�"g��z7|�ª�,������z�|\}§z�|G�,�@��y{z�|\|�tw�c|ÒÆ¤v ����y{����z�|G��Áº�7¬��,���G�/�,|\�ª±/���§©,��®ªq(0�� }�Á �,�@��y{z7|\v«t��{|�"�tw� t,xc�{��z��c}cyª�����G�c�czv«z7������z7�@y{z�|�tw���@�{��tw�:­��cz����E|�t,���@�{��tw� ���c���{������zEq7q�q�|�t,���@�{��tw��­��§z��ctw�c|I�7�"��tw�c|�|��@�c�gtw|��9t,�c�{��v«�,��z,q
� ��¥/£3�{¢����%��£3�¤��¥��
³´tw�c�7���§|���tw� � ���n��Á z�|Ò�N�/�,|¶�gtw|�|���x§��zG­���Á ���>z°·@��|Ò�{z\�c��v«z�������z��@yN�/��y{z����{±c��|{�,©wzS�gtw�@y

(A2 . . . A4)
|��n��z�=�$y{z7���{±c�7|{��©wz\Ð3�,���W�/��y��{��zS}c�I�/��y{z7���{±c��|{�,©wz\t,�c�{��v«�,�n©w��t,x/�,�Çq

Y¾_/[$m@f/b\g
�;)�m �$h A��°�ª�,����|¶�,}c}c���{��tw�c�§z���| + �§|Ò�{�tj/�,���¶��z¾�cy{���§�����gzu}�Á t��§�{��v �,�����{�¾�gtw�@y¶����v��c���{���§�����5���{��tw�}nÁ �c�§z\|��°y{��z\}czSv ����y{���7z�|

�°Â



Y\[$m@l�+/m .�_/[ 'w]gf=b5[5_/h	d,',b�d¡]gf
ASzNÐe�#D7t,�«�/���c|´z°·"�§�����7���{z."�tw���\�@�{������|��N��zWyª�,��|�tw�c�cz7v«z����¶­��c�/|��c���´}§�,�c|´���\�cy{z��@��zW�/���c|´±§�,�@��¨e�cy{z��c�wz�=�$y¾��tw����yª�,}c���°�{��tw�=®ªq

• ��tw��� P
z��

Q
��z�|W�cy{t,�gtw|����{��tw�c|N|��c���,�,���{z�|��

� P
� ����|�tw���@�{��t,��©w��t�x=����zSz7|Ò�Nt,�c�{��v �,��z

� Q
� ����|�tw���c�{��tw���,�I|�tw�c|ÒÆÇ�§y{t�x/��À7v�zGz�|Ò�Nt,�c�{��v ����z

• � �I�wz7�@�Nv«tw����y{z°y � P ⇒ Q

• ¿	tw�@yu�7zGÐ3�,��y{z½¨e�cy{z��@��zG�/��yu�7tw����yª�,}c�����{��tw�=®�"=tw��|��@�c�gtw|�z ¬Q
"=�7z�­��c�>�,� �§t,�§|N�gz�y{v�z�����y{zG}cz��tw�c�7���cy{z ¬P

�
P ∧ ¬Q ⇒ ¬P

• � y$"§tw�����§����z7|�|{�,��y{z7v�z7��� �
P ∧ ¬Q ⇒ P

• A�tw�c�."c}cz7|W}§z��@·½��v��/�����7���{��t,�§|¶�cy{�7���7}cz����{z7|�"§tw�½�gz7�@�N��tw�c�7���@y{z��
P ∧ ¬Q ⇒ P ∧ ¬P

³¾Á z�|Ò��Æ Î�Æ¤}c��y{z��
P ∧ ¬Q ⇒ FAUX

³´tw����yª�,}c���°�{��tw���$�B�n��Á z�|Ò�N}§t,�§�S�/�,|¶�gtw|�|���x§��zG­��§z ¬Q
|�t,���W�"yª�,�3q

Y¾_/[5m@f=b*g �()�m X�h ¿	z°�{���Wyª���c�gz7��|��@y¾��z�|W�cy{z��@��z7|¶�/��yN�7t,����yª��}§�����{��tw�

­��cz�|�z��c��|u��z�|u������v«z7���{|«¢7� 8@���� ª ��" �}§zG����}c����©wtw�§�,��z½¨
i < j

®Wtw���¾xgz7|�tw����}nÁ - ��y{z��7�,�����c����|�q � ���ct,�{z�,�c|�|��¶­��cz��gtw�@y��7�,�����c��z°y
M [i][j]

"1tw�E}§t,�����7��tw��y��7�,�����c���
M [i][k]

z��
M [k + 1][j]

�gtw�@y
k ≥ i

z°�
k ≤ j − 1

q

 Í�Áº����©wt,y{���{±cv«z´²Wz�|Ò�&�,��t,y{|>�7z����c�,y{�7|��c���ª������}cz��ÇÁº�$�§�§�����7���{��tw�\}cz �7z°���{z1|Ò��yª���{��©w��z,q��É�5���§|�z�}cz ���WÐ3�7D7tw�}§t,���¶|�tw���W�@�{������|���z�|¶��z7|Ê|�tw���@�{��t,�§|Ê}§z�|Ê|�tw�c|ÒÆÇ�cy{t,x§��À�v«z7|�"c���G�ª��x§��z¾��z��@� - ��y{z¾y{z7v��/����zW�7}c����©wtw�§�,��zu�/��y}§���,©wtw�§�,��z°¦½¨

M [i][i]
®�"nÎ �=�$y��{��yS}cz������§���c|�©,yª�,�c}cz#"g�{z7�	­��cz�}c�7�°y{���u�cy{���7��}cz7v«v�z7���7qS¿1��y�z�·@z�v��§��z#"��t,�cyI�c�§zav ����y{���7zaÎÉ|���·�����©w�cz�|Iz��I��tw��t,�§�cz�|�"�t,�*�,�@yª�É�c��y{z7v��/����|�|{�,©,z ��twv«v«za|��c���$"u��� = À7v�z���{�°yª���{��tw�I}cz\����x�t,�§����zSz°·"�{z�y{�cz�y{z�v��§����|�|{�,���¾��z�|N������v«z7���{|W���c}c��­��c��|W�/��y = �
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 ��tw��� W

��z��gtw��}c|Nv«��·@��vG�§v �gtw�@�w����� - ��y{zS�7t,���{z����½�=�$yN��zS|{�,�wqÊ��tw���
n
��z\�ctwv\x§y{z��{t,�ª�,��}�Á ���{z�v«|¨3tw��|��@�c�gtw|�z�­��czG��z7|N���{z�v«|�"/}czGv - v«z�­��§z\��z�|W��t,��}c|¾z°�Nxg�7�c��j§�7z�|¾�,|�|�t"������|�"=|�tw���u���cv«�°y{t,�{��|¾}cz

1Î
n
®ªq	Í���|Ò��yª���{��©w��z´��t,�cy�t�x§�{z��c��y�����|�tw���@�{��tw��v ��·@��v �,��zWz�|Ò�1}§zÊy{��|�tw�c}cy{zW��z7|1}c����z�y{|1|�tw�c|ÒÆÇ�cy{t,x§��À�v«z7||��§���w�����{|��
• B[k, w]

� ��y{t,�c�wz�yN���«Ð3�7D7tw�I}§zSy{z7v��/����y¾��z\|{�,�Gz����c�{������|{�,���u�c�§��­��cz7v�z7���¾��z�|N���{z�v«|G�#"g� ">q7q�q�"
k
¨
k ≤ n

®´|{�,�c| +Ò�,v �,��|N}c�°�=��|�|�z�y¾�c�½��t,��}c|N}cz
w
¨
w ≤ W

®
�"�ctw����z��@�1y{�7|�t,�§}@y{z¶�{tw�c|1�7z�|�|�tw�c|ÒÆÇ�cy{t,x§��À�v«z�|�"@�,��t,y{|����S|�t,���@�{��tw�«t,�c�{��v«�,��zN�,���§y{t�x/��À7v�zW���c���{���,�|�z�yª�
B[n, W ]

qWsut,�{tw�c|u­��cz���z��7�>|���©w�c�tj/z�­���Á ����Ðe�,�@�$"/�gtw�@yu�c���gtw��}c|
W
}ctw�c�c�#"=�5�,���7�c��z�y¾�gtw|�|���x§��z°Æv«z7���W�{tw�c|N��z�|¶xg�7�c��j§�7z�|W�gtw|�|���x/��z7|¶�gtw�@y

w = 0, 1, 2, 3, . . . , W
q


 Í��uÐet�y{v��c��z´y{�7���@y{|�����zÊ}c����y{���w�,���	���¾|�tw���@�{��tw��t,�c�{��v �,��z�¨3�c�§��­��cz7v�z7���1��zÊxg���c��j§��z�®nz�|Ò�1���u|��c���,�,���{z �

B[k, w] =

{

max{B[k − 1, w], benefs[k] + B[k − 1, w − poids[k]]} si poids[k] ≤ w
B[k − 1, w] si poids[k] > w

B[i, 0] = 0, pour i = 1, . . . , n

B[0, w] = 0, pour w = 0, . . . , W

Í&��}§z��@·@��À�v«z«�������§|�z�}§z����IÐ¡t,y{v��c��z��gtw�@y
B[k, w]

y{z��cy{��|�z7���{z«��z«�7�,|\t
2 ��z��gtw��}§|\}cz«�3Á ���{z7v
k}§�°�/�,|�|�z���z��gtw��}§|uy{z�|Ò�ª�,���$"n}ctw�c��tw�9�cz�}ctw���u�=��|S���c�7���cy{z��ÇÁ ���{z�vIq\Í����cy{z�v«��À°y{z��7���,�c|�z���t,y�y{z�|Ò��t,�§}�,���7�,|Wt�2I��z��gtw��}c|N}czS�ÇÁ ���{z�v

k
�czS}§�°�/�,|�|�zS�/�,|W��z���t,��}c|Wy{z�|Ò�ª�,���$"/�,�§­��cz��n�7�,|Wtw�I}ctw���N}c�°�{z�y{v����cz�y|��>�3Á ���{z7vÄ}ctw��� - ��y{zS���c�����c|Ntw�I�ctw�B"/z��IÐetw�c�°�{��tw�I}c�Ixg���§��j§�7z\�,|�|�t"�����,q


6< ���,��©,t,y{���{±cv«z y{�5�,����|{�,���	��z7|��5­��§���{��tw�c|&z7|Ò���§y{��|�z����{�ÊÎ¾�3Áº�,��©wt,y{���{±§v�z = 5 �ct,�{tw�c|	­��cz´��zÊ�7�,���7�c��}cz
B[k, w]

�c���7z�|�|����{zu�����§���§|´�ÇÁ �c�{������|{���{��tw��}§z�|´������v«z7���{|
B[k− 1, 0]

Î
B[k− 1, w]

"@}ctw�c�¾��z�|Ê������v«z����{|}§z\��������©w�czS�cy{�7���7}cz����{zGÎ�}@y{tw���{z\t,����v«v��7}c���$�{z7v«z����¾�,�@Æ¤}cz7|�|��c|�q

 ³´twv��/��z�·"���{�S}§zS�ÇÁ �,��©,t,y{���{±cv«z�� T (n) ∈ Θ(nW )

�

• Í>z´�{z�v��§|	z�|Ò�1�����,��y{z7v�z7���	}ctwv«���c�´�/��y1��z´��yª�7�,�,����Ð3�,���1}§�,�c|	��z7|&}§z��@·\xgtw�c�7��z7| 1�3&:;2 ��vGxcy{��­��c�7z�|¨3��z�| }§z��@·��§y{z�v«��À�y{z�| xgtw�c�7��z7|´�cz¾|�z�y���z����¶­��§zW��t,�cyÊ���c���{��������|�z°yÊ���S�§y{z�v«��À�y{z¾����©w�cz¾z�� �cy{z7v���À°y{z��tw��tw�c�czSz��N|�tw���Wy{z7|Ò�gz����{����z7v�z7���
Θ(n)

z°�
Θ(W )

®ªq
• Í>zW�ctwvGxcy{z¶�{t,�ª�,�c}�Á ���{�°yª���{��tw�c|1z7|Ò� n×(W +1) ∈ Θ(nW )

q	Í>z¶��yª�7�,�,���cz�J�z��°�{�§�¶}§�,�c|���±§�,���c�§z}cz7|W���{��yª�$�{��tw�c|Nz�|Ò�
Θ(1)

q
� m@` _/[$k>lnm � � �;}c���«}�Á �c�É�{z��W�,��©,t,y{���{±cv«zI­���Á ���¶z�|Ò� z��'�{z7v��§| �= ����;���#89�§�#���,¥g�����¤¢#�¶�=�$y{�7zI­��cz|�tw� �{z�v��§|\}�Á z°·@���7�@�{��t,� }c�°�gz7�c} }cz ���a� ¢$H,¥§�e£ �/����}c� �ctwvGxcy{z«y{z�D7� z�� ��y{©w�cv«z����$"&z°�G�ctw� }cz«����ª�,������z�}cz9�3Á z��c�7t"}§�,©,z�}cz��7z°�½��y{©w�cv«z����7q��¶��z���­��nÁ �c�i�{z7�u�,��©,t,y{���{±cv«z��§�c��|�|�z - ��y{z��§���c|�z�µ«�5�,��z­���Á �c�'����©wt,y{���{±cv«z��@�{������|{�,�����c�cz����c�cy{t"�ª±§z«xcy{�c�{z z°���§�873��z#"&��z«�{z�v��§|�}�Á z�·@�����c�{��tw� �gz��c�G}cz���z��c��y��y{À7|W��v��gt,y��ª�,���W�gtw�@yN}cz7|W©,yª�,�c}cz7|¶�w����z��cy{|W}cz

W
q
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• Í��,�c©��,©wzS|Ò��y{���°� ⇒ ��z7|N��y{©w�cv«z����{|N|�tw���N�{t,�#+ tw�@y{|W���,�,���§��|�"§v - v«z\|�Á ����|¾�czS|�tw���N�/�,|W�c�{������|��7|�q
• Í��,�c©��,©wz��ctw�9|Ò��y{���°� ⇒ ��z�|S�$y{©w�cv«z7���{|u�gz7�@��z�����tw�9�ctw� - ��y{zG���,�,���c��|���t,y{|{­��cz��ctw�9�@�{������|���|�"|�z���tw��­��nÁ �c�§z\���c�cy{t"�ª±§z\���c}§�c��©wz7���{z\tw�½�/��y{z�|�|�z7�c|�z\z7|Ò�N�@�{������|���zwq
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